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Rozo zd ar Te 
PÓJĘCTA PODSTAWOWE KINEMATIK 
PUNKTU  MATNERITATNEGO. 


Kinematyka rozpatruje ruch ni ależnie od przyczyn,które 
ten ruch wywołują, Tema dział mechaniki ogólnej jest oparty 
wyłącznie na prawach,będących podstawami geometrii, 

Ruch ciała badamy na podstawie zmian odległości jego 
punktów od pumktów jakiegobądź innego ciała.W zależności od 
tego,czy to oiało znajduje się w stanie spoczynku,czy też ru- 
chu,nazywamy ruch pierwszego ciała bezwzględnym, 
albo względnym 

W pierwszych rozdziałach będziemy rozpatrywać vyłącznie 
ruch bezwzględny. 

Ruot o per wr el A dn y p un k teu po T Onara 
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na kolejnym nrzesyuweniu. się Jeg 
Poł 0żenaa w sposó D ciger vy przez 
pios me me cO Lre pun ty.,pr ze 5 trz opra 


Poruszajacy się punkt zakreśla w przestrzeni ciągłą kr zywą 
zwame torem  pmktu.Tor pmktu jest zatym geome trycz 
nym miejscem położeń punktu podezas jego ruchu. 

Gdy pumkt poruszając się pozostaje stale w pewnej płasz- 
czyźnie,ruch jego nazywamy pł a sk im , w wypadku prze- 
ciwmym mówimy,żc ruch punktu jest niepłask i czyli 
prze str ze m y .Pozmamy jeszcze inny podział ruchu 
w zależności od rodzaju toru punktu. 

Gdy tor punktu jest linią prostą,wtedy ruch nazywamy pro- 
stoliniowym, W każdym innym wypadku mówimy,że ruch jest krzy- 
woliniowy.Ruch krzywoliniowy,którego torem jest koło,mazyw 
się ruchem 0obro to wym .?uc' nazywamy. e I lp ty ce z 
M YWMą. Dara bomaoya ym yk Jod a Ba R 
śrubowym f t.p.,jeżejli tor jest elinsą ,parehólą cy- 
Kloidą ,śrubeę i t.p. 

Ruch punktu uważamy jako określony wtady,gdy możemy w Ee 
dym momencie wskazać położenie jego w przestrzeni.Czas liczy- 
my od pewaego momentu,np.od 12 godz.l stycznia,uważając tem mo- 
ment jako początkowy.Jako jednostkę czesu bierzemy np.l s 
Jeżeli rozpatrywany moment następuje po momencie początkow m 
to liczbę t sek.pomiędzy momentem poczę tkowym,a rozpatrywa— 
nym uważary jeko dodatnią,Jeżeli zaś rozpatrywany nonent wy- 
przedza moment przyjęty jak: poczętkowy,wtedy liczbę t sek, 
pomiędzy tymi moren taxi uważamy,jako ujemną. 

Rush punktu możery określić dwoma sposobami: 
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1/ za pomoga rómań ruchujsko 
a pomoca toru i sofy i an 
e ręnzy a rog; a czas em. 
Sposób pierwszy polega na tyn,iż podczas ruchu pmktu M. 
jego współrzędne Kartezjański. /x;y,z / rys 1. zmienieją się 
w sposób ciegły z biegiem czasu t. "ięc te współrzędne X,y,2 
muszą być funkcjami ciagłyri zmie nne j Me Ż żnej U „t.j. 
=) /%/9=71/%/, za% /tł 22/1 
i : Jest o oczywista, iż 
a eby określić ruch punktu M 
5 / 2,72 / „wystarcza mieć trzy 
WEZ y,Z Z fumkcje | (ei sY LYX NAK . 
aa albowiem wedłuą nich ala każds- 
| go momentu czasu znajdziemy 
| współrzędne pmktu X;y;5,2 ze 
| tym wyznaczyny położenie > 
OR E rf pumktu M w przestrzeni. Rów- 
I 
| 
| 


Rozoóonych i sS 
La oriwóoh u pex 


ROP DRIN z O WYZN ZA. 


O 
X nania /1 / nazywamy r ó w- 
A nan iama muen u sk ø- 
PZ. : mem on yo i 
Mi S Xy 


auważyriy,iż współ rz ędme 

> M nie koniecznie ruszą 
być prostoks inymi Kartezjusza, 
lecz moza być wogóle dowolyni 

Rys, A. np.cylindrycznymi.Będziemy prze- 
weżnie używali współrzędnych Kartezjusza, jako najprostszych, 

Blininujee czas T z trzech równań ruchu /1 L otrzymamy 
równenis dwu powierzchni cy- 
lindrycznych: 


"(x RF SE leed 


oaa się wzdłuż 
pewnej linii krzywej AB 
/rys.2./.7e krzywa AB jest 
Mienie u 6 Form punktu A 
M S Zy yZ fe: 

Gdy ruch jest płaski, 
wtedy przyjmując tę płasz- 
czymę, jako płaszczyznę XOY, 
określimy ruch pmktu M X s 
za momoca dwu tylko równoń 


zał: Yea 


poniewa? trzecie rómanio ruchu Rys.2, 
z=0 możemy opuścić, 

"lininujee z rówmań /3/ ezes t, otrzymamy równanie to- 
ru pmi tu M/x,y/: y xa żerdzie low AD 


BE 

Jeżeli mie będziemy unicli wyeliminować czasu t z rów- 

nań /3 / „wtedy możemy zbudować tor punktu i! według poszcze - 

gólnych aaa: na tym torze znejdujacych się.Możemy też rów- 
nenia /3/ uweżać,jako równania par: netryczne toru punktu 


M /x,7 A 
Erz y Krad I . Równania skończone ruchu SĄ: 
X=* sb, y= fde bhs zte przyczyn (41 g są staze .Rówania 
toru punktu napi- -Szęry: > 
jez e x 
Só X + OPAR IZEO 
7 DE 2o e 


Tor punktu jest zatym parabo lą i ruch jest pa -. 
rzboliczny. 

Porzay k ŁBA ITI, xiecwc08 kb; a. kt, | 

Ruch jest a masa ania toru A x + yć 


Ziz Ea are. ve za Tor punktu jest więc linią śrubowęą 


a son ruch róchem stań 
Przykład TII. Równenia skończone ruchu: r=a.t, 

© = kt; a i k sę stałe.Rówmania ruchu są w współrzęd- 

hych Pigunovych /r, Q./ „Równania toru punk tu M Irs Q/ będzie 


F= Q .Tor jest więc linią spiralną Archimedesa. 


F u 
-Sposób drugi określenia ruchu punktu jest sposobem toru 
Niechaj będzie dany tow .Ten tor punktu nie określa jednak 
w m=,cłności ruchu pmktu,alhowiem pozostaje nieznanym p 
Dyw jaki punkt M porusza się po tym torze. 
A by op Ć tę okoliczność postępujemy następująco: obie- 
ra ny na torze S'S /rys.3./do- 
wolny »mkt O,który uważany, ja- 
> ko poc..,tek drozi i przyjmuje- 
T my jeden z kierunków na torze 
od punktu O począwszy, jako. 
2 dodatni,2 przeciwny jako uje-. 
om pa my /np.na rys 3.kierunek od 
NE W : oku $ jest dodami ,a od O 
s ku S'-ujermy /.Wtedy położenie 
każdego punktu M na torze SS! 
określi się za pomocą dodat 
Ba i niej,czy ujemnej liczby,któ- 
> rej wartość bezwzględna jest 
no równa długości łuku toru SS! 
MAS» od punktu O do punk iu rozpa- 
trym zo M Teliczbtę kędziemy nazywali drogą, 2 ozna- 
omnć ja będziemy przez literę 's".Każdemu położeniu pun- 
ktu M porusz”jącemu się wzdłuż toru SS',możemy podporząd— 
kować określoną wartość liczby s „i odwrotnie.Z biegiem 
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czasu położenie punktu M na torze SS*,zm -nia się w sposób 
ciągły, zotyń zmionie się w sposób ciągły droga s,określa- 
jaca nołożenie punktu ruchonego M | je s jest funkcją cią- 


grą czzsu t: 
EA pe... RA 
Związek /5% poza mo wnan cn nu: 
ehu punktu. ma torao czyli krotko prawem 
arógc. 


Gdy dla jakiego bądź ruchu są dane: /grafieznie/ ;począ— 
tek drogi,kierunek dodatmi ma torzei prawo dróg,wtedy ruch 
 pumktv jest w zupełności określomy,ponieważ w każdym momen- 

cie czasu t Re a punktu jest nam znane. 


PET Ay K z a d y: torem punktu może być linia prosta, 
a lbo łukowa,albo linia śrubowayrównania punkżu ruchu na to 


rze moe myć: S = a4btys= a + bt+ ct s-a sin kt a,b, e i k- 
- stałe/, 


Ła two zdać sobie sprawę o charakterze ruchów, 


- Aby uwidocznić charakter ruchu punktu posługujemy się 
t.zw „krzywą dróg „czyli wykresem ruchu: 


Odkładamy według obranej skali wzdłuż osi odciętych 0 
liczby t,a wzdłuż osi rzędnych OY odnowiednie wartości s; 
otrzymane z prawa dróg / 5 „Gieome tryc zne miejsco wyZżmaczonych 
w tem sposób pumktów na płaszezyznie XOY będzie właśmie ki y— 
w 4 dróg PP damego ruchu.Równanie krzywoj dróg w oo a 
mych xy otrzymamy z prawa dróg za porn 4 zamiany $ i s OdGj- 
wiednio przez x i y.Za tym równanie k- ywej da Ma Zasad” - 
rów nania /5/ ,będzie: ; 


sE/Y. 


W przykładach wyżej podanych krzywymi dróg odpowie -. 
dnio są: linia prosta,parabola i sinusoids: ici ró wnenia: 
y= a + bx, y=a + bx tcx iy= asin kx- 


P ; } Gdy krzywa dróg jest wy- 
ais i kreślona,to posiađajze tor 
z łatwością możemy badać; 

| ruch punktu;,np-jeżcli krzywa 
LB t. _ tg tę. dróg ma Foziałt przedstawioż, 
DY v aa rys.4.,d torom jest limia 
[= prosw.,Vo ruch puma w odbywa 
y się w sposób następujący: od 
y położenia M, w momencie to 

punkt M porusza się w Ic*n 


Mayera” 


ka 


-5— 
do punk tu My „następnie w prawo do punk tu M, dalej w lewo przez 
punkt M, aż do punktu M4 i wreszcie w prawo do punktu M. w 
- momenc ič te $ 


W zależności od prawa dróg s=F/ t/ ,ruch punktu możemy 
podzielić na ruch je dn os tajny żruch zmiem= 


n y ? ù Rys.5+ 


EEE A aame) 
t4 | ts ta ty theo 0 
W U M3 My M Mo 
Book 2 na 43 Jeo dimo 
nym siy Arógi zakre shone pr meg punkt 
8 902000 OFPNO, TC AL aey e d oez a o A UA 
macle Bo prey e a e „dog a yp ró Be C E 8 


| 

! 

l s 
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rzek odbywa sic stale vicdan + 
Tya a mym k ie run k u.Jeżeli chociażby jeden z 
pony SIM mie jest spełnionmy,wówczas ruch punkty ne meny 
zmiennym, 


Rioga zia Zo IM 


Joanos tajny ruek punk tmyj ogo pras 
wo broóg iJ oeo pr eaBoż X 
W ty m rozdziale rozpatrzymy jednostajny ruch punktu 


wzdłuż toru iewulhcego,a więc wzdłuż toru prostoliniowego. 
Udowodnimy przedewszystkięm następu'ące twierdzenić 


Prawo. arog dla re a mo.s4 ag n 20 
rucnu punktu wyraża oie inm Powa 
Tmmkc ję era su. t odwromio ruch punktu 
E tómegw prawo drog wytraassAa e 2a 
pomoca Timi owen) fumkoji oza siu p] esh 
r p case m e adno Ss tam ym i 


Rzeczywiście ,niech gy i s będą drogami odpowiada jącym 
położeniom pmr vu ruchomogow momentach czcsu 0 i tszponieważ 
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ruch odbywa się w jednym i ty m samym kierunku,różnica dróz 
S—59 wzka zuje na drogę,odbytą przez punkt w czasie t.Ale 
według definićji ruchu jednostajnego,drogi zakreślone przez 
punkt są Z dó czasu użytego na = pereti i 
więc momy,że 


wc A 


Ę 


przy czym v jest wielkością. stałą. 
Równa mie /1/ daje: 
RE UMIA M Feels amm 428 


co udowadnia pierwszą część twierdzenia. 


"Odwrotnie ,przypuśćmy że ala pewnego ruchu punktu pram 
wo dróg jest dane w postaci funkcji liniowej czasu t 


s- à a a a po a 2; 


przy czym a i b są stee.Nadajemy czasowi t dowolny przy- 
rost t,wtcdy droga s otrzyma pewien przyrost ^ s.Wsta— 
wiajęc w równanie /3/ nowe wartości czasu t drogi,otrzy— 


mamy: 
Spis sq sbt o, 


Ode jmujac stronami równość /3/ oda rówmoszi /4/ a na- 
stępnie dzieląc otrzymamy wzór. prze” t otrzymamy: 


ai= a oi ZalKiG A JA A 


ŚGzyiknć wówność mówi nam,iż droga s zakreślona 
przez punkt w ciągu dowolnego czasu t jest proporce jalną 
do cznsu,a więc prawo aee ŻY odnowieso ruchowi jednostaj— 
aemu,co udowadnia druge część twierdzenia, 


Możemy zatym twierćzić,iż a lajednostajne- 
mo ruchu punk tù lscbey Joko dlan nie € o0 
prewo, dróg wymaza -Le za pom opĄA a. 
Indiane J funko i czasu 


' równania /1/ widzimy,że So jest to droga odpowiada je- 
ca mom.atowi .czasu,przyjętemu jaka yoczęwuwy;podrbne znacze— 
nie ma "a'",t.j. wyrazy wolne funkcji liniowej „wyrażającej 
prawo dróg jednostajnego zuchu punk ty nazywamy ANO Eg 
P ONZI EAO W A 


Rozpatrzm; taz współczynnika przy t:v w aa 
"i p w rów na niu /3/; $e współczynniki Rają nam wartość wie! — 


> = 


koś ol zvanej prędkością ruchu jednosta ojn o = 
g o „Przypuśćmy qże momentom t, i to odpowiadają drogi 


5] i spw tedy równanie o daje: 


SJ = s0 vi i S2 = So + VW, 


skąd otrzymujemy,iż: 


5,5 — = W t-t] f czyli v- a n 
$ om Es to =t} 
Przedewszystkiem zauważymy,że /6/ jest uogólnieniem 

równości /1/ i,że /6/ wyraża to samo g v,co /% o bądla- 
tego na zasadzie wzroru /6/1 /5% możemy podać następujące 
określenie prędkości ruchu jednostajnego:p rę dkość 
rue eu" e Mer sta jnogo Jost o sStvme" 
su mew od rog! ,aakres1lonej przez . 
punkt wodoru aowoknego czasu y 
Ge vego lozesu, 


Jeżoli memea jednostajny ruch punktu,że. 
przy sh + 1 JeSt $> m Sj = dy 


= 


fm Ala tego o równan ie AJA da nam V = l; 


ta okoliczność wzkazuje,że j e a nostkapzę à- 


kosii jie s bo to pe Gd 00:0.5.6 wież ko 0203 

ruchu Jjedanosta mes. pp o dioaz AS któ 

reco w el pzm Jednostki eza sa p u nkt 
je 


zakreś la drogę równą tei 


c 


dhRostce 


Z powyższego widzimy,+e jednostka prędkości jest 
jednostka złożona ¿zależna od wyboru pa» czasu i dtu- 
mości ,mianowiwie: 

ednostka długo i -L 
jednostka prędkości pe nocikz i T —m LT , 
jeżeli L oznacza długość a T czas, , 
W jednostkach CGS prędkość wyrazi się przez da. 
Zavwejymy,że równanie /6/ przy ta a: = 1 daje 
— s 
> 1” 


co wskazuje,że 1 ieczebnie prędkość ru- 
chu jedmostajnego jest równą dł im 
gósci przesunięedlapunk tu w em: 


82 
gu jednostki czas w. 


Prędkości ruchu jednostajnego oprócz wielkości v na 
daje się jeszcze pe wien k ic une b 


Gdy ruch punktu jest prostoliniowy wted;' wybieramy wef~ 
ług jakiejś skali odcinek prostej,który będzie przedsta 
wieć wielkość prędkości v,i odkładamy go od położenia pun= 
ktu na-torze wzdłuż prostej toru w kierunku ruchu punktu / 
/rys.6 „/ „Otrzymany w ten sposób wektor MN = v będzie przed 
stawiał geometrycznie prędkość punktu M co do wielkości i 
kierunku.Kierunek wektora — prędkości v nazywamy kierun- 
kiem samej prędkości. | 


ZA Przypuśćmy teraz,że. toż 
5 punktu M jestkr zywo 1 i= 
oe Adiyy /rys«(/ i że punkt 
i M y rusza się w kierunku S;po— 
No nieważ mieskończenie mały łk 
e toru zlewa się ze styczną,prze- 
`  prowadzaną przez początek tem 
e. go łuku,to wektor-prędkość v 
SA M musimy skierować wzdłuż stycz ` 
> 5 nej do toru SS w punkcie M, 
Rys.6. przy tym w tę stroną,którą po- 
> rusza się nasz punkt. 


Wwypadku ruchu krzywoliniowe 


S0,]eGhmostajnego wektory rędk ość 
mie zmienia swej ae 
wbBod ko 80A1,l e ez 
zmienia kierunek 
WWP GA KW wu. hw. pro- s 
STOTIMI Owe g A jods 3 4 
MOS") 0O.Wwe KA owa o 00Y samo A ŚĆ 
poda kooś.ó, poz o s de |. © 
e t a dey m eco Go wie ke 
E o Suo r Rer o UN E A n 
i ja Rej 

Zauważymy jc szc ze ,że Jeza- :. A 
li w równanin /6/ moment czasu  — / 
ta będziemy uważać jako późnie” - zp Rys=f. 


sży, a moment t wcześnie czy, to 
przy “o = s. > otrzymemy v >» 0, 
a przy S, PS 0, otrzymamy v40, 
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W ięc podowas ruchu jednostajnego w kierunku dodatnim na - 
rwe prędkość v jest dodatnia,a podczas ruchu w kierunku un- 
jemmym.-ujemua, 
Dla tego też kierunek wektora -pręd - 


wo se 2 w. jest nam awydw o Ae PUIK IB M 
predkosci „Lec. Pierunk | om eu om 
pom 6.0 e 


Riske dea l evbXł  Tlls 


` 


Aoma sejm ya r a punk tus Jego. prawo 


Gr O 88, o E e AKo SLETE p rTrzyspieszeń i 8 


W poprzednim rozdziale udowodnijiśmy,że cechą charakte— 
rystyczne ruchu jednostajnego jest liniowa postać prawa 
dróg.Dlatego definicję ruchu zmiennego ,podaną w końcu roz. 
działu L, możemy zastąpić następująco:z mienny ruch 
punku Jest ro tama wu 6 „„ksbóżrkocare 
prawo droge ue wyraza ślę Fmnuksa e 
liniową c za s u.Badajęc ogólne zagadnienia zmien-- 
nego ruchu punk iw będziemy wyrażać prawo dróg równaniem: 


YA r 
Ą SS= Za RE a (GWO J A, 
przy czym F/ t/ jest dowolną,nie liniową funkcją czasu» 
Przypuśćmy, e w momencie czasu t punkt poruszający 
się wzdłuż toru 5'5 ruchem zmiennymy którego prawo dróg 
p . + . i ' 
jest /I/ ea się w punkcie M /rys.8/ pr upływie przy 
„ostu czasu! t,t.j. momencie t +/\ t punkt przesunął się 
w nowe: położenie M Przy— 
rost czasućt t bierzemy do— 
ty wolny,ale taki,aby w cięgv 
SA J niego kierunek ruchu punk w 
NS >, ma torze nie uległ zmianie. 


E z” Wyobraźmy sobie,że wzdłuż 
i ` tegoż toru S'S porusza się 
2 jeszcze inny punkt ruchem 
Rys.8, jednostajnym i przy takim, 

iż w momentach szasu t i 

i pit ten drugi punkt zaj= 
muje półożeria M i M_.0zna- 
czając długość ruka c ru po 


—10= 


między punk tami Mi M przez zi 8 „11a podstawie równanie I 
będziemy mieć s 


s +Å s =P / 4 42) wA 
a po odjęciu aa [l ,znajdziemy: 


ka A = P/twAły -PF/y. 
Ponieważ drugi punkt porusza się jednostajnie , jego 
prędkość wyznaczymy z wzoru: 


woale AA 26%... /ał 


4 są 


Prędkość V wyobrażonego drugie; o punktu względem pun 


ktu pierwszego nazywamy jego ścedanią pręda- 

kos oing okresu czasu Å tMożery zatym po= 

wiedzieć,ż e średnie prędkoświąpunki -= 
[e 


m 
tu,poruszającego się ruchem zm ie, 


may a amo r osock,Pevsu cz ask PE 
brę wierosć ruchu Jennos wa d oag 

takne go run k tu,kv$o ry porusza J ao 

5 Fewz aA Ure 06080» aamoegó toruso l 

punkte Aamsy; zajmuje wpocza dikul 

k omen a ne ero O Kre su czadu Jednas 

Ko we wami m p 0 rors e Nn i as 


Stwierdzamy więcyże prędkość średniav jest jednocześm 
nie ; mkcją tit — 1 że dle -óżnych momentów t i dla 
różnych okresów. czasu A t,prętkosć v wogóle jest różną» 
Na zasadzie wzoru Taylora Rafy: 


T/rady -3/V + AE EDZIA 
10 LA LE py PY 4 
skąd. 


Tt a SUY p, a fs e Pr fa... 
t 


nl 
oe ę0 0 «10 Ady WY /37/ 


A na kocie wzoru / 2/3 otrzymujemy: 


LP p = a. ACAR Ay Yassini 


n?! 


Yer ai 


A 
ari 
2: 


08 -11- x 
Z wzoru /3/ wnioskujemy,że 1/ v mogłoby nie być funkcją 
czasu t,gtyby Fi /ty, P" /tY,.....„,byłyby wielkościami sta. 
łymi:ale podobnych przypuszczeń póbić nie możeny,albowiem 
«m załorenia,i* my C. przy,czym U. jest pewną stałą, 
wm ika,że A jest o „dniowe ożasu Ct + ay. prze— 


BKA. : a e. +4 14 co Znow przeczy A 4 e 
A 
redn ia (o) 
a 


n 

esn 

"m Ran 
e 


(8 omo 
oB 0 (7 


Obierzemy na torze S$ 5 3 / rys; 9/aowolną . jego część, np. 
aa A M, i oznaczymy przez 
momenty czasu w 

a on punkt ruchomy znaje 
duje się w położeniu M. i: M, è 
Ponieważ ruch punktu jsa ” 
zmienny, jest rzeczą możli 
iz punkt przechodząc ZipÓ- 
łożenia M, w położenie M, ; 


W. fx A SĄ 2 i porusza się nie zawsze w 
„BT aso, jednym kierunku,lecz zmia- 
' / A nia kierunek swego ruchu. 


M Dlatego podzielimy okres oza- 
S a t -t, na takie AV, 
AJ JAN aA 
aby w ciągu każdej Z a: 
punkt nie zmieniał kierun-- 


Rys.9. ku swego ruchu, 
n Zakładając ,że: 
* T s, + al 8. T Ę r a oo Soo Maa 
otrzymamy, i? t, = 1 + SA A 
Średnie pręskośći NODDE : ale Ok. tbow czasu 


2 Ne Mo pia KON wiGUnio f 


ZZ 


 Takttński.Toobuile orc tyczna 


+ 
+ 


ee o o © oo 


ponieważ prędk=ści Vrese e V w ogólności nie są sobie 


róvme , to punkt wyobrążen porusza jący się w ciągu każdego 
okresu czasu / t/,/5 t/zte:::* 4 t / równomier- 


mie z prędkościami wyżej napisanymi ,musi w końcu każdego o= 
kresu zmieniać gwałtownie swą pręd: 'ść.Zatym ruch tego pun- 
ktu w ciagu czasu od momentu i do to bedzie zmiennym ,a 


w ciągu każdego okresu Pa twój o > = jednostaj- 


nym.Bioręc następnie -pod uwagę,że dany punkt rzeczywisty w 


momen ta ch czasu RE T, pig er wan, RA A zajmuje na to- 


rze te same położenia co i punk t n „wniosku jemy ,że 
przy zwiększaniu liczby n okresów / „* b fyre A nh 1 
zmniejszaniu jednoczesnym samych okresów w graniay punkt w- 
obrażony będzie zawsze zajmował położenie zgódne z położe- 
niem punktu rzeczywistego, Więc za ienny ruch 


punktu mor omy Uwana r Jako 2770 s 
ZONY 0 N ade sk enn eem ai o dWze j LLO = 
By ke le inno KM rme ch ów jedńwestaja 
nyeh z  poómóc ktorych karzdy t ma 
niesk*końowaemie krótko Prredkosć 
qane g o Ppuwdmk tw.+w, danej ehwi loi 
naeżywwumy Jego śrędmią predikos o 
w siaggu nieskoń czenie małego 
okresu oaa owa kt Ory ten. mo moda 
ZW KE MNA W | 

Oznacza jąc przez v prędkość danego punktu w chwili 

t ,możemy na pisać ,że: 
v= lim V = lim FP = > JA 


a wprowadza jąc En A rachunku różniczkowego będziemy 
mieć: 


V = T s ać Zo a a o 
tj. prędkość  punkvw w. dame j en We 
310 wyraze Si 60 Ja o p eS mec" sę 
chodaną drogi względem cza81» 


Rówannie /5/ nazywamy równaniempręd — 
Kos 1 punktu rughomeg o. 


W rozdziale 1] ,badajze ruch jed nostajny, znależ! iśmy 
wy.ażenie /5/ jego prędkość 7 =—--7-, Cbeumie mamy wzór na 
pryckość ruchu zmiennego w danej Chwili v = S y łatwo za— 
uważgć ,żerównanie pierwsze jest wypadkiem szczególnym dru- 
giego równania: „rzeczywiście prawo dróg dla ruchu jednostaj- 
nego jest s = A 4 bt, skąd z jednej strony 


AS. a+WtaAt/ -/a + bt £ 
Ni W a = b, 


s d my Je 
a gz drugiej strony -75 2/a BO ma. = b SPRA. 


Dlatego też następnie dla każdego ruchu ropnie pręd— 
kości będziemy pisać następująco: 


ds 4 ; 
R E aa a 
; di 
przy czym v oznacza prędkość w danej chwili.Wprowadzając 
pojęcie prędkości punktu w danej chwili FEG ZPRZEJENAAÓB ^ ii pat 
pewiem punkt wyo*rażony,poruszający się jednostajnie,lecz p: 
nie wzdłuż toru punktus! S, 

$ lecz wzdłuż cięciwy łuku - 


fttt S z prędkością: 
o Laua | p — MI, 
M aż 
i memy wtedy szereg równości: 
Rys.l0. N rys.l10. 
v v= lim V = lim PE” = 
M, Roa ONE A SĄ = Lim; ANNI j R > 
E A A N 7 75 
z; A Ś | mm mo jar JL 
Z UE No 7 ` "MM T EB 
Ta 19 m 


ES 


o ezynnik otrzymanego iloczynu r równa się 1 na zasa- 
dzie: rachunku różni czkowego,a czynnik ma aa jim Vi; 
w ię v=- lim V „Widzimy zatym, ER 
iż prędkość punktu w damej 

- chwili jest mie tylko granicą 
średmie j prędkości ruchu jed 
nosta jmego wzdłuż danego to— 
ru,a le jest takze: granica 
średnie j predkości ruchu jed- 
nosta jnego wzdłuż cięoiwy da- 
p toru, Innymi słówy „każdy 

. punktu możemy uważać, JA- 

o 'sżożony z nieskończezie 
dużej Liczby. ruchów mie skoń- 
czemie małych i jedmostajnych 
przyczym te ostatnie mogą być. 
prosto-lub krzywoliniowe . m 


Aby uwidocznić, jak zmienia 
się wielkość predkości z biegiem mua 
czasu posługujemy się t.zw, í i SA bawie 0 
krzywą szybkości , czyli wykresem 
prędkości : odkładamy według obranej skali na osi 
odciętych OX poszezególne wartości czasu t „a na osi rzę— 
nych OY kie EE pochodne se 
i BGA NY. A 
Miejscem geome trycznym e oma w taki zo na. 
zywamy wykresem prędkośc i „Oczywiście, 
jeżeli równanie prędkości ma postać /5/ to równanie 
krzywej prędkości we współrzędnych XY będzie: y= T! Xf 
Na rys.l1l, są podane wykresy prędkości a aaa pra— 
wa dróg są wyrażone równaniami: 


s =a gbt ,/b3 0 3 -aabtaet Sw Ore 7,0/; 
S=a sin kt , / a 407 , 

Gdy znamy prawo dróg pewnego ruchu punktu,to równanie 

prędkości zmajdziemy za s. różniezkowinia „Odwrotnie ,gdy 

mary równanie prędkości np. =- f/t/ „to aby znaloźć 
pra wo dróg; de oo. funkcję czasu,w której- 
poghodng. byłaby 4/67, t.j, musimy uznaleźć / f /t/at: 
Niech /f/£/.at=E/t/ +0 , przyczym © oznacze dowal- 
mą sta- "łą ceadkowanin.W tedy mamy s "9/4 / AGA 

Stosując to równamie do momentu początkowego otrzyma— 
a S0 =F/ O +C , dle tego og te tocznie B= St PY Yy- 


POZA 00 Gada „6.22. 16 


Jeżeli drom początkowa cst nam znang,wtedy równanie 
/6/ rozwiązuje cmłkowicie zadanie,t.j. okrośla prawo dróg. 


szy 


45 


Jeże t za-Ś s nie jest dane,uważamy go wtedy sa Qowolae,i. 
dla .cgo równanie /6 / daje nieskońrzenie wiele rozwiązań; 
tje rówmamie prędkości .ocreś1lt 
miSsekońwzenie wiel e mu e h.ó w 
pank Lu. n0.»m di ecyehale|.d 34.6B1 5 
dGrogą poezątLvkową » 

Czasem prędkość punktu bywa znaną w Paa” funkcji 
drogi s ,a nie funkcji czasu. Jeżeli npo kV = SAWA 
wtedy podobnie do poprzedniego sa równości nastę- 
_ pujące: tA 


ds AE” | ya 
a ~ =} ät =t 


oa funkcję o dla. 


se | 

Rozwiązując to równanie w zględem s betziemy mieć : 
SE P /% Ji a 

Przypuśćmy,że w momentach czasu fi + A+ t ruchomy - 
punkt zajmuje na torze S'S położenia M i M, .W ykreślimy jr ę- 
dkość- wektor punktu w tych położeniacm v 1 Vvo pawe 
nich geome teyczną Sa w moV se Á Va W postaci. » ea 
NN, /rys.12, / hoãh > 

Ten wektor NN nazywamy ge o me trycznym 
przyrostem vpr ed kose ev: 

Następnie wykreślimy wektor MP przyłożony w piakole M 
rówm .zgły do NN „jednakowo z nim skierowany i równy co do 
wielkości ilorazówi A V Otrzymany wektor będziemy oznaczać 


e przez i /g/otrzyw 


przez Ą i nazywać an przyspieszeniem punktu okresu 
czasu t 


aE 


zeniem 


Zatym Srn ednini przy sp'le4a 
punk tu danego okre su. czasu na- 
Z y WacMiy|...owWe.k tOr W,mający. punk u” 
„10 00 BOR OE ZE w. rac homym. pank.de, 
skierowany zgoûnie z geometry 
eznym PoZz reo Stem predk os o Ba. 
równy irorazowi geometrycznego 
przyrostu prędkośc i danego okre 
su cza su i tego tok eau: 7 
Wastępnie przys%ieswenmniem. 
wtamęej chwili nazywamy granie gę 
do-której dadąvy śwednie;przys- 
pireszemie, punk wu. ypo cay okre 
basu ., zawierający dany moment 
9-B-v—_d_0..Zz€ Ta, 
dy A t dąży do zera; V. i `V zmieniając swą wielkość i 


Srumom Sasa Odpowieżn=o: V do V ,a v Geo de wielkości 
uąży do aero. co As kierunku-do pewnego kierunku: Lh' s 


Dle cgo lim W+ lim F =W 


przedstawi się za pomocą ADA 
pewnego wektora MQ /rys.13 / ed 
ma jącego punkt zaczepienia 
w pumkcie M irównoległego 2a 
do kierunku LL'. W 
Jednostka przyspiesze— p 
nia jest jednostką złożoną, Va R 5.13, 
mianowisie : aa 


a A jednostka prędkości jednostka dłności _ 
R 0 doi. jednostka czasu jednostka czasu é 7 


Rozpa trzmy teraz rzuty przyspieszenia na kie r u= 
ko: 6, tej zomen Limon ma 1nmej Go toru 
PUC 09/0 Aa T U 2] 698 oap Loa Sn RAEE a i 

Niech punkt ruchomy . 
usza aa w-zdłdz toru S'S 
ży a 2 w momentach czasu 

v i sat zajmuje położenie 
M i M. Predkość punk tu w tych 
położemiach oznaczymy przez 
v i V .Zmajdiziemy geome trycz- A 
ną różnicę prędkości AMNV,przo- > 
dstawicna wektorem NN .s»rednie 
Bali aan W pumk tū okresu 

Cze. At E tawi da za 


do NN a A 
i SAW NN 
MP=W = kW RAPA AKA Z T l Rys. 14. 


Przyspieszenie pinktu w chwili t jest granicą W i 
przedstawia. się za pomocą pewnego wei tora MQ. i 

Przeprowadzimy wreszcie normalną Mn prostopadłą do 
stycznej MT.Ozma czmy przez € kąt styczności tuku MM; 
maa BR e a R Uk we = Wy, i vt, sa 


ana na kierma stycznej i normalenj. 

Stosując do linii łamanej M“, i do jej zamykającej 
MM, twierdzenie rzutów,o trzymamy A> dowolnej osi rzutów 
równanie: 


rzut WM, = rzut MN + rzut RM, 


ale równanie /7/ daje: Ni. = wit , więe 
rzuł Mać = rzuć MN + At ;,rzut W, sg, 


UE: 


rzut MI. = rzut MN 
A eo 


przechodząc do granicy zma jdztomy „iż: 
rzut w = lím rzut W = lim eat Wip- reut I A EES, A 


AJ 
Ponieważ ostatnie równanie je prawomocne dla każdej 
osi rzutów zobierzemy w póczątku,jako oś rzutu styczną MT, 
a następnie zaa, Mn. 


skąd rzut 7 E 


rzut w = wyrzut M, = w GOsSG.=/ V hop E rzut MN = 
aw wypađku drugim: 
rzut w = = w, , Tzut mi, =v. v sin: s/N A y sin ; rzut N-o ę 


Na podstawie togo „róne /8 / daje nam następujące 
dwa równania: 
ARRAS E 7. 


Z 


Ą ZAIR 5 z Š Rat 
4 u lim (22ml sni a a 0650900250 / 10 / » 


Przekształcimy równanie /9/ 8 mianowicie: 
SE R. 2 


Year 


zje z aa MB mę /| -/is 


a Lim ME 
~ anti yrit, 


A le ponieważ A Üy Agia i. dążą w granicy do Zera to 


Tim- = at ? 41m cosc = 1 „Lim sini = $ | liry A = - 


a 
przyczym linia ° ozmacza promień bray amy toru w mnkain M 


Cirzymany zatym zamiast równan*. /9/ nart yugan 


Vi SR EO jana a. 
Pomicważ wag, W= 3 kę 


=Y , TimW 


Peeeererree reres e/12 / 


LS 


“w 
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Podobnie przekształómy równanie /10/: 


«| Hmm |, |lim sin al , 


i Ab żyć m 
poszczególnn czynmiki ma ją następujące, wartości: e 
sia; - A 82... l a 
A OR k nami ak 3 Ae REA NE = at» 


ar 710. arie, postać: 


ę AA = LA AAPPOZNAWR A NZNIY ace 
Otrzymane równania /11 1/1413 / pozwalają określić 
przyspieszenie punktu w każdyri momencie czasu,ponieważ z 
jedmej stromy mamy y 


ja aaa zma page zwa wypeyą kak r 


w de a, AJ RZY 


a zdrugicj strony jest: 
w= w.c0s fla W,= w sin /w,T / ,ekąd otrzymujemy: 
W Ww 


'©08/w,T/ = t , cos /wm/ = za at, 


Wzór /14 / określa wielkość pfzyspieszonia,a wzory. 
(16 fa jego kierunek.Z geometrii róż niozkowej wiemy, jak 
się wyraża promicń krzywizny,mianowicje: 


t 
gdy równanie toru S 
Z= n / t 4 AZ y =' 
albo też Ę = 1 ; : 
gdy równanie toru S'S jest w 8 A y= £/x/ 
Składową przyspieszenia w t ezçsto nazywa się przyspie— 
szeniem stycznym , a skła dową w, — 
prm”zyspieśszsomiem. nornalinyn. 


boa a p 


Przykła dy prostoliniowego 
i kr z ayworiniowego, ruchu pun- 
PERA W ktu .naterialnew:'o_ 


Przypuśćmy,że punkt M /1;s.15 / porusza się wzdłuż 

A Ga XX! a PoRyTayN PERAR a znajduje się w punkcie O, 

 Qznaczmy przez x algebraicz - 
. ną wielkość zmiennej drogi OM, 

j Wiemy już,że wektor prędkość 
-v jest skierowany wzdłuż pros— 
"tej XX',a wieikóść prędkoś— 
ei „jest AI za RP R WZO— 


- dx 


kity otrzymujemy z. wzoru /5 / 
l pe E e rozdziału am. 
„jąc $ na X«..-. 
"W ykażemy Paese wektor 


przyspięszen la 

punktu -p.odcżas 

rmehu prostoli- 
A > je niowego jest 8 t 8- 
A Rys. 15. desk iecrowszsny 


wzdłuż prostej xx' .W tym celu zastosujemy 
wżory /12 / i /13 / poprzedniego rozdziału,ponieważ ruch 
prostoliniowy jest to ruch asa równania. przy 
biorą posta ć następującą: s. + Sc a - 0 „albowion: 
mo aa dt Fo Da 
krzywizna € linii prostej jest równą zeru. 
.Z tęgo,iż przyspieszenie norraino jest równe zeru, 
wndoskujemy,ż0 ogóllme pruyspieszenie punktu jest prosto= 
padłe:do mormalnej t.j. jest skierowane wzdłuż stycznej, 
A le, dla Iimii prostej kierunek st ycznej jest zgodny z 
"kierunkiem same j proste j,dlatego też wtedy przyspieszenie 
punktu w tym wypadku jest identyczne z przyspie szeniem 
saa „w PE | WE = 8 ,c0 dó wielkości i 
jest skierowane dłuż | RY, 
Należy też zauważyć ,że przyspieszenie nórmalene jest 
równe zēru wyłączmie tylko dla ruchu prostoliniowego Rze- 
czywiście, aa many 


W a” za = O ię wjmika „że albo 
Ç A 


a. =0 , albo. też L. =0 „A le pio. 'sze przypuszczenie 
zest niemożliwe w cza sie ruchu,albowióm ózn 'cza,iż: punkt 


DET 


—20— 


jest w spoczynku.Dia tego misi zachodzić drugie przypuszoze- 
mie t.j. | = O czyli ,że torem punktu jest linia prosta. 


Więc dla każdego ruchu prosto liniowego mamy,że: 


V= E = x' O EZR = 0 = Weres ranarowia cze taI da 
i wektory-prędkości i przyspieszenia są skierowane wzdłuż 
toru w tę lub inną stronę zależnie od znaku vi w.» 

Rozpatrzmy teraz przykłady ruchu prostolńniowego. 

W wypadku ruchu jedmostajnego i pro- 
stoliniowego , jak zresztą dla każdegy ruchu 

jednostajnego,prawo dróg jest funkcją liniową czasu t.j. 

X =a + bt.Na podstawie wzoru /1I / „mamy V=b y W=0 . 
Widzimy zatym,że dla ruchu jednostajnego prostoliniowego 
prędkość punktu jest stałą,a przyspieszenie równa się ze- 

ru.Pierwsze z tych twierdzeń jest nam już znane .Wykażemy ,że 
drugie , określa ruch punktu „Rzeczywiście ,gdy mamy,iż w=0;,łb 
stąd 1 wynika ,żeruch punktu jest prostoliniowy;albowiem 

m + P> u =0 . Ostatnie równanie oznacza 
nam ,że dv = O czyli = -const.,Stałość prędkości wskazuje; 
że ruch jest jednostajny.Zatym z warunku w0Owynika; 
że  wu«eh punktu jest. jednostajny 
i proś toll imi owy  ©.b.d.o« 

Rozypatrzmy teraz ruch punktu jednostajnie zmienny. 

Ruchem jednostajnie zmiennym 

nazywamy taki ruch punkt 
prawo dróg wyraża się 

i arkowitej 


hm 


X =8 + bt <pot?......... RON YA 
Po zastosowaniu wzorów ? 1 / ośriemałeńy : 
V=b +2 ect, wae E a 0 
”atym prędkość zmienia się proporcjonal- 
6 00 085%, a przys pieeo wende 
go jest wielkością stałą: 
Oawrotnie ,jeżeli mamy,żo w=c, przyczym c. jest stałą, 


to stąd otrzymujemy że i 
gre t.j. â = c,dt,czyli: 
dt oto Se eea 
V= c, b + ©, al e, P> nową stałą. 
haas w ostatnim równaniu v przez ka ana jāziomy! 


dx 
GE - jt + a, czyli dx = q tät + ©, 


cząjąc przez c, nową stałą otrzymamy wzór: 


dt . Po skos ia OZNA ~ 


Ś W wypańkach więc” „gdy przysnie Ra sali sze ide, 
t3 ruch punk tu jest jednostajnie -mienny,albowiem prawo Amy- 
jogo wyraża się funkcją całkowitą drugiego stopnia.Z tat- 
wością. ro trzymamy . interpre tac jẹ współczynników a,b i c w rów- ` 

naniu /e/. Zakładając, w równaniach /2/ 1/3/ t=0 „znaje 
dziemy x = "4.502 dub ba ad SGD ALA kl dozkotykdnii o F. BOK 


znak / g przy KAY wskazuje odpowiedniość tych wartości _ 
momemtowi pocagtkowoma | t=0: „Następnie drugie. równanie 3 f 
stwierdza, iż C =f aveo ecoeoossoosan ot oneessooeoavoan 5 
Równanie ja i /5/ udowadnia nam,że WA | wolny a jest 
drogą początkową pumktu, 2/ współczynnik b przy. t w pia— 
wszej potędze jest początkową. pr ędkovścią punk tu i % wespół- 
czynnik C przy t. jest Potong stoj wielkoś ści przyspiesze- 
mi punktu, 
Zauwa* ymy „że jeżeli w > O.a ruek punkiu nazywamy jed 
nostajnie przyspieszonym,a gdy -w = O,wtedy ruch punktu . 
nazywamy jednostajnie opóźniomym.Wzór v =b + Zet wskazuje, 
że w w-ypadku ruchu jednestajnie przyspieszonego p 
punktu wzrasta nieogra niczenie,a w wypadku jednostajnie 
opóźmionego maleje też nieograniczenie, . od 

Przechodząc do badania ruchu punktu krzywoliniowogo;. 
na zasadzie tego co było powiedzia ne ma początku ninioj= T 
szego rozdziełu możemy twierdzić ,że ki. runek prędkości i- 
kierumek prżyspiesztzia w dowolnym ruchu krzywoliniowym;, 
nie pozosta ją dtałymi, lecz ulegają zmienie z biegiem cza © 
su.Oprócz tego widzieliśmy ,że istnieje tylko jeden ruch;mia= 
nowieie ruch jednostajny i prostol niowy,dla którego przys= 
pieszenic jest stale równe zeru.Dla tego,gdy ruch punktu ` 
jest krzywoliniowy ,to przyspieszenie: tego r" chu nie może ;. 
być stale podczas ruchu być równym zero, 8 o 

Jako przykła! ruchu tezy eolia LORO Tozpatezyny. tu. 
ta-j ruch obrotowy punktu. 
Ruch punk tu og nono ob ro t 6- 
wym , Basy” punkt porusza się po 
obwodzie ko ła .Ponieważ ruch obrotowy jest ruchom 
płaskim możemy więc do niego zastosować wzory /13/ do Ka 
z poprzedniego rozdziału „,przyczym zauważymy,że promień krzy- 


wizny koła jest równy promieniom koła t.j. =R .Wtedy o- 
trzymujemy: 
2 ` 2. 
avy ds ; y 1 ids ; 
WTA > dt o = ASZ >. + a R” SR (at; eneses e /6/ 


przyczym s. oznacza,rmienną drogę od punk tu,przyjętego, 
jako początek drór,nż 10o pmkiu ruchomego.W zależności 

od rodzaju prawa dróg s =F/ t/ , ruch obrotowy,jak i ruch 
prostoliniowy możemy podzielić: 


222 a ; 
1/ na ruch Jodnosiejny riy prawo dróg ma pogtać s=a 4bt + 2 + z, 
2/ma ruch jednostajnie zmienny,gdy s= a+ ct 1 wreszeia 
% ruch zmicmy,gdy fufikoja P py jest dowolną funkcją. 
wyjątkiem dwóch poprzednich, 
W wypadku ruchu  jednostajnegu GRAM wn według 
(W sb 1 więc gy -0 Dlatego też W+=0 i w=w = p2 
R 


t.j. dla rozpatrywanego ruchu punktu przyspicszenie jest 


stalo prostopadłem do stycznej,a więc skicrowanem wzdłuż 
promienia koła do jego środka,przy czym wielkość przyspie” 
szenia jest stała- 
Podczas ruchu pmktu M po obwodzie koła,promień 
przeprowadzony do punktu ruchomego też się porusza,dla 
tego kąt pomiędzy promieniem ruchomymya promieniem począ- 
tkowym 0o /rys 16./ jest wiel, 
kością zmienną. Ten kąt będziemy 
ozna czać przez "©", 
Niech w momentach czasu 
t i tą åt punkt ruchomy 
zajmuje na obwodzie koła poło- 
żenia M 1 M w czasie ʻA t łuk 


8 otrzymuje przyrost .i8,a kąt 
© odpowiedmi przyrost «6% -> 
AĄ 
Iloraz—=-nazy- 
my średnią prę- 
ością kątową, 
re su czasu ät 
granicę do któ- 
J &aży ten ilo- 
z dy okres © Zas 


> o o 


Rys. 16, 


nazywamy prędko 
nej rozpa trywan 

Jeżeli będziemy oznaczać przez © prędkość kątową 
w da nej chwili czasu , t o możemy według powyższego skre- 
ślemia napisać „iż: : 


OG AA ae Naaa e a a O 


0 HĄHP > GH 


© US © O 


At dt 
A.le ponieważ zachodzi a oneóć 
às a82. 
=R SF 
ad ao sr, 


więc na zasadzie / 8/ otrzymujemy,że 
Y=R PEN r E w acl WE e.e.soe.0oe o. sro 0 
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„lnmymk słowy mamy zależność pomiędzy prędkością kątwą 

, prędkością liniową v , Równamie /9/ daje możność 
wyzmaczenia prędkości liniowej według prędkości kątowej i 
odwrotmie, 

Gdy ruch obrotowy jest jednostajny,wtedy obie prędkóć ci 
v 36 mogą być z łatwością wyrażone przez egas trwania 
jednego obrotu,albowiem oznączająa ten okres przez T bę” 
dziemy mieli: ; 


+ 
Z: 
H 


y= 2 L R ,skąd na podstawie wzoru /9 La 


Wa | 
A> asia „iwa wyr: òa się PRAT a. 
jednostka cza-su sa F , 
ponieważ kąt GQ „jako liczba oderwana ne A wymiar ZBLKO- 
W y è ; 


A A by  aistanić prędkość kątową w pogieci węktora pP- 
stępujemy w sposób następujący: przeprowadzamy do płaszczyz- 
ny PP „w której odbywa się ruch obrotowy przez środak koła 
, obrotu € /rys 174 prostopadm 
SZR łą w tę stronę,aby patrzą- 
cy stojąc w punkcie O na 
płaszczyźnie PP widział ruch 
punk tu odbywający się od sto 
my lewej ku prawej.Na tej 
prostopadłej odkładamy we 
dług obranej skali odcinek 
CD , zawierający tyle jed 
nostek długości,ile jednos- 
tek prędkości kątowych za- 
wiera dana prędkbść kątowa 
„Otrzymany w ten spo- . 
wektor przedstawi nam geo-. 
me tryczmie prędkość «kątową: 
` Jest rzeczą zrozumiałą,że dla 
Rys.17. ruchu obrotowego jednostajra- 
| go,wcEtor prędkości kątow ej 
pozostaje sta tym co do wielkości i kierumnku,a dla ruchu 
obrotowego zmiennego ,wektor pozostaje stałym tylka co W 
kierunku,wielkość zaś jego zmienia się wraz z biegiem cza = 
sa, GA 


Dł 


i Rozdział V, 
Prędkość iprzmyspieszenieę punktu 
gdy ruch je'st damy za pomocąrów- 


nań ruchu skońezonyech, 


W poprzednich rozdziałach rozpatrywaliśmy ruch pun- 
ktu przypuszczając,że ruch tem jest określony za pomocą tas 
ru i prawa dróg.Jeszcze w rozdziale I był wzkazany irmy spo» 
sób określemia ruchu punktu,mianowieie za pomocą równań. 
skończonychruchua: 


Podamy z początku medianiezną interpretację każdego m 
pośród -tych trzech równań z osobna;,a także każdej pary tych 
rówmań Niech. 0X, OY, OZ będę osiami współrzędnych względem 
których odbywa się ruch pymktu po pewnym torze S'S /rys.18 y 
Wykreślmy rzuty każdego punktu tóru S'S na płaszczyzny 
współrzędnych na rys.18. uczyniliśmy to względem płaszczyz= 
my XOY i osi OX,0Y..„Rzuty tych punktów ma każdej płasz- 
cezyźmie współrządnych utworzą pewne linie krzywe leżące na 
tych pła szczyznach np.na płaszczyźnie XOY otrzymamy krzy- 
wą linię ss. 
Podczas kiedy punkt,M porus”a 
się torze SS! jego rzut m 
porusza się wziiłuż krzywej 
s's.Biorąc pod uwagę,że 
współrzędne xX>y;,p M 
„jego rzutu m m 
czyznę XOY są idemjiyczne, 
przychodzimy do wnicsku,że 
rówmania. sa A: 
zef/t/, Y=2C/ t/ 
określają ruch rzutu danego p 
punktu M na płaszczyznę 
OXY t.j. ruch punktu m 
wzdłuż toru s's, 

Podrbnie ,na zasadzie 
tego,że współrzędne .X. dame — 
go punktu M i jego rzutu 4d 
ma oś OX są identyczne, ; ; me T Tm 
wnioskujemy,iż równamie a l : 
x= +/t/ określa ruch 
rzutu 4. danego punktu M 


S 
ty 


% 


5 
z 


słowy równanie x = */t/ Rys.18. 


jest prawem iróg dale rush 


© 


s= Y ©) y= wt ? E E A 


U? 


prosteliniowego wzdłuż prostej Ox rzutu il na prostą 0X 
danego punkiy M. 

A miosi no rozwiązania wykazuj ,że układ dwóch rów» 
nań: Kay Zd L g e/t 
ckresla ruch rzutu punk tu M ma płaszo zyznę XOZ na tej prae 
szczyźmie i t.d, ; 

Rzutując dany punkt ruchrmy na dowolną oś D'I podob- 
niejak wyżej rzutowaliśmy go na osie wśpół rz ęanych zoba- 
czymy,iż ruch dtnego punk tu wzdłuż jego toru pociąga za sobą, 
ruch jego rzutu na oś L'D wzdłuż; tej esi D'L.W każdym mo 
mencie czasu t możemy określić pręd' ość v danego punktu M 
na .torze S 'S i Po v jego rzutu na oś L'L na tej 
osi, | w 

Twierdzenie: G d y 
rzużujemy a aa 
n y punkt ruchomy *| n 
dowojflna-oś Ib 
on. 0 Ww k 


+ MH cęO O N- 


. ; a Rys.19. 
Ya =Y. coy v, L'L/ 

Rzeczywiśsie „miech ter danego punktu M będzie S'S, 
a oś. rzutów jest L'L, Jeżeli w momentach czasu t i 
t + it pumkt ruchomy za jmuje położenie M iM, ,to rzu- 
ty Joke mi ma osi L L otrzyjany za pomocj płasz— 
-„ewyzm,przechoizących przez pumkty M i M. prostopadle 
de osi L'Ly prosta MY L'L jest linią Bomoehiezą. 


: Śrędniaprędkość danego punktu za okres ozasu it 


jest ta średnia akg za m sam okres «cza 
su rzututda a go go jest ZĘ" manuy więc ,że 


= 


vy Ji Ter e Tim e eraz Ni UM = > Liang . zał 


A Ę pe fest rruten sw m, na A I'l JR 
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> cos an a 
skąd n z ja > cos / MT L. da 


diat 


lim m, -lim S. lim cos A/M s EW 


Na zasadzie wzoru /%. i świerdzenia,żo sej, Amt, , ,L'L 7 
„w gra nicy dąży do kąta /v,L!£ / ,ętrzymujemy,iż 


? TA at = v.cog / Wybiela renta / 
A c.b, pa > R k 
; Stosując R twierdzenie do osi w ~; sy, X 
ów aoóćk A FA 
2 w. 008 [xX /4 . > a 
| e4 7 e watki 


$ V, =V.008 l y2 / 
A' le v Yy Yz „jako prędkości ruchów priere 
wzdłuż esl współrzędnych OX,0Y,1 OZ, s% określone za 


PRO w 5 ge a a 5 
v, kt: ay”: © = owu a 


= 


; z 
Porów mając i W2: ść że. + a zma jdnjony iż: 


voos w, Y an v,coy v,Y lo <oofv,ż f a a „e. i 
Podnosząc je do kwadrat 1 doi jąc,ot ymamy: 
2 2 2 
ja a ja. y À 
2 R * CZE * CE) b wn 
pomieważ meny z ga trii analitycznej že 


cos?/ y X/-+ cos WER: + Gos KAŻ [ = 
Z równań IY ABN: i 
Pa Vx? pył +m aa N 
` cd AZ 
salę A = a A oeg/ wt da Deane ZE mambo 
; Vy? +y" $. z' pA > Vxr' 4 y" bej z! 
x t h . 
`i 2 Vy 7 „23 zen a, R 
i y x" +y! z 
$ c t zł oznaczaj ano dx s ga 
przy zym x', y", ą P sł. KUL att 


-e5 
Równania /8/ poziwia jek ckróśli6 wielkość i kierunek pyręi- 
kości punktu ruchomego, jeżeli tylko .znamy równania, ruchu 
skońezcne /1/ „Zauważyńy,że wś wzcra ch /8/ v jest wzięte 
. ze znakiem "+" ponieważ „gdy ruch pramktu jest dany za pomo— 
cą równań ruchu skończonych /1/ ,t. Sodatni kierunek na 


" | pierwiastkiem kwadratowym we wzorach Z 
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punktu nie jest nam znany,więc może być w każdym memen— 
> „ele czasu «brany ' dowolnie „eo też robimy „stawiając przed 
3. znak Ha" O $ 
Gdy ruch da nego punk tu jest płaski ,wtedy wystarczy 
mieć dwie osi współrzędn WC w płaszczyznie ruchu. 
Ww pa an: R, ae postać: 


zt? y” 
a 7 y' * uo v FR GRN apeos vY c= — po. n A 
ay eo 

pomieważ z a 20 

W yprowadzimy wzory „określa je © wielkość i kie— 
rumek prędkości are o ruchu pumkii,gdy współrzędne 
są biegunowe: M/yr , 9$/.Ruchk punktu ruchomeg. po torze ` 
jest w tym wypadku ela is posiadamy obydwie współ= 
rzędme t.j. promień wodzący w funkcjach czasu t,miam— 


nowicie: ; ; 
I =r/ vY 5 BEA Soma M, 


Rów nania te se o parame trycznymi rów na— . 
niami toru S'S, punktu rucho— 
mego M.Pierwsze z pośród tych 

A równań ruchu określa ruch na 
ly i promieniu wodzącym,a drugie 
i 200 pda obracamie się tego promie= 
| mia I deckoła bieguna ukła- 
| du Ọ /rys.207 » 
| y y : Aby: wyznaczyć pred- 
| y - kość v punktu M,znajdziemy 
| i LZA jej rzuty na kierunek pro— 
7 ` . mienia wcdzącego wziętego 
x w stromę skierowaną od bie— 
` qund O, i na prostą prosto—. 
HT padłą do promienia y' w stro- 
r  nę,w którą kąt biegunow 
wzrasta.Weźmicomy pirrostopad — 
łe psie Kartezjusza tak,aby 
poczatek ich był zgodny z 
bieguem „a oś OX była zgo— 
dna z osią biegunową.Ozna "=: 
Y czająo wtedy odp 'wiedmic 
©... przez Vy i Va rzuty pręde , 


kości v na promień wod ZQ- 
ey i na prostopadłą do niem 


22/7 
ZAŻ 


y 


A 


PSZ go, przez v, i v„,jak zwy- 
j kle „płaty tajże frędkości u 
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ma osie Kartczjusza, na zasadzie twierdzenia © rzucie ae 
padkowe j,będziemy mieć rówmości: 


W= Y cos$j* v sinżi V =-v -nË +v cost. 
j z dx e: x Ad - + b 
Lecz wiemy,że V = =-= p. V = ——---sWięC po podstawie— 
X at y dt 
miu w poprzednie wzory,otrzymamy,iż: 
dx.cos$+ dy,sinm X Ax sinit + dycosk; 
=” = masz a e || W. a eaaa a a i a i a 46 71 
dt ? dt 


- Ponieważ pomiędzy współrzędnymi Kartezjusza X,Y, a współ 
rzędmymi biegmowymi r,ś zachodzę ka ea 
X = T.C0s$ż4, y = resin 
„w ięc różniczkując je, otrzymujemy: 


dx =dr.cosf - r.sin Sdłi, dy = dr.sini!4 r.ecst a: 
Po podsta wieniu tych wyrażeń na dx i dy we wzory 
/11/ ,zna jdujemy ,że 


dr ' aa ać p 
« Garza. Ya a RE WŁ 74 
przyczem pochodne = i sy” wyznaczymy w postaci 


funkcji czasa za pomoca różniczkowania wzorów / 10 „Za tym 
okreś-limy v, i vą jako pewne funkcje czasu t, a wielkość 
i kierumek prędko soi v ae aa ze wzorów ; 


0 BE SI aa 4 
VN + V, =! = 4 T mocne Te = are tg =: Metrad 1 
a s tma ara mę 


przy czym GQ ozna -cza tu kat pomiędz; aa molzaayu a 
kierumkiem prędkości v. 


Rozpa trzmy teraz. przyspicszenie punktu ruchonego ,gdy 
ruch jest da ny za e. równań ruch „ skończonych „Ponieważ 
prędkość danego punktu M i jege reatu m na daną oś nie są 
zwykle sta łymi,lecz zmieniają się zwykle z biegim czasu, to 
w ka żdym momencie cza su t dany punkt i jego rzut posiada- 
ja pewne przyspieszenie Oznacz::y przyspieszenie danegc put: 
ktu M przez w,a przyspieszenie rzutu jego m na cś L'L przez 
w , Udowodnimy ne stępujące twierdzenie. 


Twierdzenie, Gdyrzutujemy dany punkt 


D /ryrs.214/, 


ruchomy M na dowolną oś 

60 v każdym momcnęed1e oras przy s= 
pieszente rzutu Kaga A st r ów 
wne rwutowi punkta przyspiesze - 


Wary 


nia danego punktu ii a 
L'LL, t.j. W. = Ww „cos /w,L'b /. 


29 a 


Wa rysmku 21 krzywa S'S jest torem punkta rucho= 
mego, M iN =y r: to |= m i wektor prędkości w 
momencie czasu t; =V, oznacza ją te same wiel 
kości w momenqaje a Ay, = v jest geometryczną 
różnicą wektorów v i v, a dest- "t> wektor średniego przys- 


pieszenia w okresieoza su «3 t przy czym 3 


` W= a 
"MQ = jest w ektróm przyspieszenia punk tu ruchomego 


W = lim W = lim MP sarsari S 50 


w momencie s. ttd. 

Jednobrzmiącymi ma łymi litegoi oznaczyliśmy paski 
wymiemionych pumktów £ wektorów na oś L'L. Wismy,iż pr 
kość rzutu danego punktu w momencie czasu t i/t +AL/ 
przedstawią/je się za pomocą wektorów m rę "Lyn, da me 
na pdsta wie równości £ rów noległości M, , jest. 
rów ny w ektorowi mn, a àla tego EEE e pręt- 

o EE : kości rzutów đa nego 
punktu jest wektor nn 
Stąd wynika,że kaer 
przyspieszenie rzutu 
BA eo w okresie SZA — 
hi „aS gu ^ t jest 


N KI W ż = Jean 
j : AN 


mamy więc 

WL'L = Jim a . /16/ 
Ale podstawke 

j równoległości NN, iMP 

stwierdza my,że 


aL 


pa =; oprócz te- 
go fay ozúnoza, iż 


ł 
Nazi i 
; Lt i ; j 
zi a a” w zt "ie 
> 


m q no n 
R 3.21, ‘i : GDA za a cz 11 
y AECA a mo, KW y 
2 
„ > ZAB "R veseenserneesrsiseerersoseseesa/ LU. 


Wreszcie ądać mp = MP.óos / MP, %5/ 
w ięc ostatecznie: e = MP „cos /MP,L'L / ,a przecho 
mię -ao granicy otrzymidcńy równość: 
lim JE = lim MP .1im «cos /MP DAE. 


„Zauważ ymy „że pierwszy czynnik drugiej części jest w 
a dragi czymmik „jako granicę ma ens /by,L'L / „albowiem MP w 
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gra nicy staje się w.Zatym ostatnią równość możemy napisać 


ek" W qr 5 W 008 E wiry: Ceb.d.0. 
Za Masa powyższe twierdzenia do osi współrzędnych 
OX, OY, i OZ, wtedy będziemy mieli wzory następujące: 


W e COS 7 w,X / k i ; 

w. cos / NYS eaa KJ RCR 18 Z 
Ponieważ zaś ruchy rzutów danego punktu na csiach współ- 

rzędnych OX,0Y,05 są ruchami prostoliniowyyi więc : 

2 2 


a da”. 
NA H 


Z 


` Układ równań /18 / i/19/ dają nam zależności. 


; 2 
wacd A W; ŻY Tz ; 
dt 
; 2 ; 
w , cos Aw,Y / = CH R RA 1% 
| | E ; 
w.cos /w, 8Y = Le . A 


HSN aE 
Bodnoszec je do kwadratu i dodając wzajemnie stronami 
otrzymamy: 


2 (az) fayl kaa aA 
w = + ł i > A 4 
at” j j (a?) a | | 


ponieważ chodzi aloa t. iż 008 2 Sadh + Cos” fast / + i 
+ gów /Ww,Ż/ SÉ 

W zór /21 / daje możność oblicz vé przyspieszenia o 
mamy dkończone równania ruchu YA AE ,nestępnie ze wzorów T20 7 
sbliczymy cosinusy katów pomiędzy przyspieszeniem, a „a 
współrzędnych „mianowicie ,oznaczając d la skrótu drugie po- 
chodne współrzędnych według czasu | przes xy" z s w 
mieli ” 


cos / wY a AE o ; VA A 


1 cos /w;Z / = =—— a 


eeg raperzy PANU TAAA 040 CC 


see 


2) 
W kC 9 W "20 4 w a E E A 19 / S 
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Wzory "22" określają w mupełności wielkość i kierunek przy— 
spieszenia punktu ruchomego. 

Gdy ruch pmktu jest płaski . „wtedy biorąc 
płaszczyźnie ruchu dwie osie współrzędnych OX i OY ,i zau- 


ważywszy,że wtędy Z = Z " = 0. z równań /22/ znajdzie- 
my ? iż: Od e wan n 
Bop 2) | 


e 
cos /w,Y / =- a R 2. 


Przykład .I , Znajdziemy przyspieszenie punktu 
. poruszającego się ruchem: Jeonoe ta ym po kole „równania ruchu 
<w Pe Są: 

x = os 1 N=B. sin kt 
różniozkując znajdziemy: 2 

x” = = ak „cos kż, y" = i „sin kts 
więc przypsieszenie posiada wielkość stałą : w = ak 2/2 jest 
skierowane wzdłuż promienia koła do jego środka. 

; Przykład II, Przywaiesrenie punktu „cad stałe 
co do wielkości i kierunku- równa się g = 981 cm sek* i jest 
skierowane pibnowo na dół. W momencie czasu t = 0 punkt ru- 
chomy znajduje się w początku współrzędnych i posiada pręk ość 
równa "a" tworzącą z kierunkiem poziomym kąt Q0.Znaleźć 
Pr toć i ruch punktu ruchomego. 

Opierzmy oś OX poziomo „a 
| oś OY skierujemy pionowo na dół 
V=Q ZE /rys 22./ W tedy mary: 


Ę x" =0 , y" = Gdy t =0, 
= 2 wtedy XŻY, ze 


3, A, y'= a+sin el 
wW a a, | 
„ x' = constansjy'= zie, 
skąd; x' = a.cos l. „y'=6t+ashaQx. 


3 38% Tanje o otrzymujemy: 
{ | X = at.cos gł +const, 
y= $ gt? + at.siny 4, aconst. 


Rys.22. 
Ponieważ te stałe musz a, być r wne żeru więc ostatecznie 
X = at.cos Q5 , y= lgt? + at.sin 


4 tor punktu jest parśbolą, 
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: m a zt am Vi 
Podatwwowe pojęcie kinenatyx i 
b ryty materialnej » 


we wstępie do mechaniki teoretycznej podaliśmy okre- 
ślenie bryły materialnej, Bryłą materialną 
nazwaliśmy taki układ punktów materialnych 
pomiędzy którymi odległości nie ulega- 
Ją zmianie z bispiem czasu, 

Gdy bryła materialna porucza się poruszają się jej 
poszczególne punkty,łŁatwo wykazać ,że dla określenia ruchu 
bryły materialnej nie ma potrzehy znać ruchów każdego punktu 
tej bryły: i 

Liczbę i roumieszcęzenie punkrtów,określających ruch 
bryły materialne jypodaje następujące twierdzenie: 


Twierdzenie, Ruch bryły materisl» 
me j Jest w zupeł ności okre ś- 
Irony "ruchem, trzech jej punktów 
na jed 


Rzeczywiście ,obierze 
my w bryle materialnej trzy 
jakiekolwiek punkty M „M. 1 


M. /rys.23./,byle tylko nie 
ldżały na jednej i tej sa- 
mej prostej.Wtedy położenie 
dowc_nego punktu czwartego 
M, tej bryły,będzie określone 
za pomoca odciików MM; 
t 4 ; 
MM, i a W e podczas 
ruchu bryły pozostają nie- 
zmiennymi.Więc gdy w pewnym 
momencie czasu mamy położem- 
nia punktów MM i M, npe 
Mr. 6 al M! „wtedy tudująe 
1 t 

na trójkącie M' M X 3) 
jako na podstawie ,ostrosłup 
AR t U t CY = 
M Ph a 3 o ostrosłu 
powi M Pia ta Mz! znajdziemy 
odpowiednie położenie M'a 


Rys, 23. 


punktu czwar tego M,c.b.4.0, | 


SPTE 


W następujących $$ rozpatrzymy ruchy bryły material- 
mj:postępbwy ,obrotowy dookoła. 
984,płaski ,ebrotówy d800k0 ła pam" 
k ti i  udowodnimy,>e każdy ruch bryły materialnej może 
być sprowadzony /dla nieskończenie małego okresu czasu w każm 
a wypadky/ do ruchu postępowego i ńbrotowego dookoła osi. 

E Ruch pak ty bryły materi al- 
83 porusza jęce di się ruchem po- 
Wępowym. l 

Widzimy ze wstępudo mechaniki,że ruchem p o= 
stęphowym bryły ma 'teriBlmej jest 
taki vuch.póodeczas a: pro ste. 
+łączą6, punkty bryły ari8 lm; 
me j i 
Leg 


n 
S 


ma 
paor os taja Go siebie równo 
ymi. ; 
RW TE In udowońdnimi ,że taki ab jest możliwy. 

; Weźmiemy w bryle mato- 
rialnej szereg punktów 
A,B,C,D,E, /rys.24./1 prze- 
prowadzimy z tych punktów 
w dowolnym kierunku równe 
i wzajemie równoległe 
odctnki: 

AAt si: BB! ze GQ! aa 


E E a 
Otrzymamy wteđy nowy 
Fukzad punktów A',B!,C', 
D',R',.....,zupołnie 
identyczny z danym ukła 
dem i różniący się od 
niego tylko położeniem 
zajmowanym w przestrze 
| ni.W samej rzeczy,z /1 / 
aa 2, | wynika,żm odległości po- 
aa między punktami obu um. 
kładów są jednakowe ,i że 
| kąty utworzone prostymi , 
|. łączącymi te pumkty,są 
JERN Rys-24. też jednakowe w obu ukta- 
dach.Jeżeli zaś oba układy sa jednakowe i proste łączące 
odpowiednie >. tych ukżedów,są wzajemnie równooległe, jak 


Wyika z /1 / „to istnienie > postębowego Jest udora 
n a 


rj pu 


r. 
j 


Taki TRR e teore tye E T 


24 
zas pr 6540 1LitnilQ Weg, poste pæ- 


pode 

vero ruchy bryzy ma te roota nej 
drogi »akreś l onre „przez. Do sSz6c%Ze = 
góle "pumtk ty -bBRyrły.| JB. WAEJennie 
równe i równoległe Dlatego w wypad- 
ku pros torini owego- iposi ępPowego 
rwoku musza być. równe 1, równo - 
46%g%6 ,jakypyręd tkaścł tak i przy 
sp-iegzenia poszczególnych punktów bryły material- 
nej. 


.Postepowy ruch bryły niekoniecznie musi być prostoli- 
niowym,lecz możey być i krzywoliniówym.itzec ywiście,jeżeli: 

przyjmiemy układ punk tów A BC yDysesaaosaeoeoo0s00 do 
należący do bryły materialnej /rys.25./ ; 

przeprowadzimy n.p. przez punkt A dowolną krzywą Ak! 

i wpiszemy do niej jakąbądź linię łamaną Aa a A> hi, 

następnie o a A przez pubkty BOD es%seesesoe 


linie łamane Bb, +B, ee ] y Ce e cz Gł; Dad _d.D' aoc wiA 


równe i równoległe do pierwszej,wtedy możemy za pomocą ru- 
sków prostoliniowych i postępo= 
wych mprzeprowadziś ukła-d A,B, 

5 e. pada, w położenia: 


ATB 6 DP y2w 4.00 e e ME 2 BZU 


Jeżeli Będziemy nieskoń- 
czenie powiększać liczbę boków 


łamanej linii EEE > JEd-- 


nocześnie zmniejszając same bom 
ki to jako granicę otrzymamy 
krzywą A/' i na podstawie rów- 
ności li.i łamanych ,równe jej 
krzywe BB',CC*',DD', 

zatym ruch krzywoj żniowy 
postępowy możemy uważać jako 
granicę prostoliniowych ruchów 
postępowych,a dla tego własności 
„ruchu prostoliniowego postępowe-. 
go,dotyczące torów prędkości i 


Rys.25. 
przyspieszenia poszczególnych pinktów,pozostają prawomocny- 
gi i dla ruchu krzywoliniowego postępowego» 


t 


l 
Use 
m 

t 


Vvo kazdym więc ruchu posteg Pe 
wyw. Bryły ma ter <e1Tnoj. cory,ka* 
kreólone poszezógólnynmi punk ta- 
ma bryzy w oia au tego Samo go 
czasu : są jednakowe. rędkośc i 
wszystkich punktów. sa równe.1 
wzajemnie równoległe ,przysBpie- 
8 ze n la też są równe i równolog- 
łe 5 

Z powyższego wynika,że aby okrślić 
reh postępowy „Wryty ma 8 M XL2]1 = 
nej wystarcza oknecmrieć ruch JR 
kiezókodwiaek punktu ej. bryży.. 


widzimy stąd,ż>e kimematyka ruchu postępowego bryły 
materialnej sprowadza się do kinematyki punktu materialne- 
go.Więc wszystkie wyniki i .wzory,otrzymane w poprzednich 
rozdziałach,zastosowane do jednego jakiegobądź punktu bryły; 
poruszającej się postępowo „możemy rozciągnąć na RAS 
pozostałe punkty tej bryły» 

Przed chwilą podaliśmy dowód mia tego;że 
ruch bryły materialnej jest określony w zu=pełności ruchem 
jednego jej punktu.,Udowodnimy teraz to samo drogą anali =. 
tyczną. 

Przypuśćmy,że A 4? A„A 3 i są to poszczególne 


punkty bryły materialnej,a / x 1Y 12o / 9 X 50 eee 
darzą DARE / ich współrzędne względem pewnych nierucho- 


mych w przestrzeni osi współrzędnych. Wymienione współrzędm 
Z Amosa did? + SĄ fumkcjami Czasu t, 


Weźmiemy drugi układ osi arr TE 8. Jof > 
równoległy do pierwszego majacy swój początek Psa! z pun 
któwv bryły materialnej, w punkcie A i połączonych -sz tywnie 
z bryłę materialną. Oznaczymy > punk tu hy shy +0 «6 


+ 
E 


INRE 8 
A p "zględem tych osi przez żę $ a }19 S FR de a 


E ES h > A 


rn:n in 
Ponieważ odległości pomiędzy tymi punktami są nie zmien- 
ne więc wymienione współrzędne $ pace sę 


wielkościami stałymi „niezależnymi od czasu t , Gdy bryła 
materialna będzie a ę postępowo,wtedy układ psi 
współrzędnych A 2 h.$ a poruszając się wraz z bryłą 
postępowo ,będzie O State równoległym do osi nieruchomych.OXYZ., 


—Jór | 
Wzory” przekształcenia współrzędnych dadzą nam zależności: 


poaassi 
yY T o dł i= 1y25::1:::1:-N> 


za = Zo + $ i i sł sg 
Różniczkujęc je dwa razy z rzędu znajdziemy: 
dx i dx, dys $ o , dz. dz, ż 
dt GRE> ać 7 R EE dt : 
axi d?xo dźyi © a'yo SZ d2zo 
dt2 åt? He aee at? -- at? 
Ponieważ wiemy,że: ; 
dzi a 
ER sę = Vs eos /v; X/, -70 = Vo cos /w, R 
D 
aX; d?gan 
7 03 cos wą PORA 0 = wy cos fro;£ D 
„dt dały. 
więc otrzymujemy: ` 
V;c0/ Vj;Ń/ = Rodi, Z; 


vico V sy, oC V gN ; 


; vicos Vi ,Z/ = wiec 


oraz: Wice og wy ,X/ = woog Wos% Z 3 
wącog/ wą „Y/ = WgCOR/Wo„Y/ ; 
wącoq/ wą „,Z/. = Wocoy w, „ży, 


Z tych wzorów wynika „że: 


Va = Vo? Wi = Wor ŻE sio, c.b,d.o. 

Widzimy stąd,że gdy mamy równania ruchu skończona, 
jakiegokolwiek punktu A A fxes7orzo/ bryły materialnej pa 
ruszającej się 0% i ; ` : 

= GlY,yo=t/H z= t/h 
możemy zna leść Ba prędkości i 3 a R rażdego pum- 
ktu 2 


—3 [= 


2a Ruah punktow brył y:ma tB'= 
ritalin OoBracajaecej"8ie dookoła 
FE stałej. 
,.. Określenie ruchu obrotowego bryły materialnej było po 
dane we wstępie do mechaniki, ` 


Tucho moO Dr o to wy mo Drey y Tonko 
ta. startej Osi naáazwatismy taki 
ruch były podera s którego awa 
punk ty sej bryły pozoóostajJąnie rw 


chomym i. 

Ponieważ ruch bryły jest określeny wwypalku ogólnym 
ruchem trgech jej punktów, nieleżących na jednej prostej,a 
w rozpatrywanym ruchu,jak to wynika z jego określenia,dwa 
punk ty M. i M, /rys.26 ,/ są nieruchome , więc 


aby 7 gupnpednoecści określ 1. 6. TADh 

obo o tóowy.,mneimy podad ruch tpi- 
xko jednego. punk tu,n iale żeęGBP go 

na © gi 


Sbr o La MM, np, ruch punktu M. . 


Jest ezeczą oczy wistę,że wszystkie punkty położone 
na osi są nieruchomymi.Rzeczywiście,gdyby np. punkt M 
AWAY się na osi obrotu był ruchomym,wtedy odległość 
xG i M,M2 musi"”łyby być zmiennymi z biegiem czasu,co jest 


rzeczą niemożliwą „ponieważ bryła materialna jest nieżmiem ym 
ukła-dem punktów materialnych. 

Następnie jest jasnym,że każdy punkt,nieleżący na od 
obrotu,zakreśla obwód koła,któreso promień jest równy najke ót- 
szej odległości punktu roznatrywanego od osi obrotu,a środek 
tego koła leży na osi obrotu, Wreszcie promienie kół,zakreśl am 

'rych przez poszczególne punkty bryły,obracają się w ciągu . 
jednego i tego samego okresu czasu o jednakowe kąty. Wynika 
to bezpoś-rednia z niezmienności bryły materialnej . 

Z powyższych uwag widzimy,że dla określenia obrotowego 
ruchu bryły dookoła osi stałej wystarcza mieć w postaci: fnk- 
kcji czasu kąt obrotu jednego punktu bryły materialnej ,innymi 
Słowy poznać zależność pomiędzy kątem bryłowym © obrotu bry 
ły i czasm t . 

Przypuśćmy,+6 mamy zależność © = 0/t/ essere /1 / 
wtedy na zasadzie wzoru /8/ rozdz.IV -zaeidożamy prędkość 
ka towa. obrotu bryły,mianowic ie: BAR 

„uBLK ay. A 

Poknsemy,ż>e wiedząc aa w bryle osi obrotu i . : 

mając prędkość katow obrotu, możemy wyzna 


"30— 

yć ona 
i zyspií 
y w 


c z rę 

ei r a każdego pun- 
k tu a a= Św e. © 
su 


1 
S 
& 


SFR 


e 
k 


eni 
dym 


Rys,26. 
Wielkość prędkości liniowej v ala jakiegokolwiek 
punkt: M bryły,obliezymy za pomocą wzoru /9/ rozdz.LV. 
Vv=R, w „przy czym'R oznacza najkrótszą odległość dane 
go punktu M oda osi obrotu, 
Kierunek prędkości v określi nam styczna TT przepro 
wadzoma w punkcić M do koła,zakreślonego przez ten punkt 
w kierunku obrotu bryły.Aby zbudować tę styczną IT przepro- 
wadzamy przez dany punkt M płaszczyznę PP prostopadłą do osi 
0-0, , W przecięciu z osią 0 O, otrzymamy punkt 0.Połączmyz 
Bo z punktem M prostą OM L rya „Prosta TT przeprowadzona 
w płaszczyźnie PP przez punkt M prostopadle do OM,będzie 
szukaną styczną, 
wielkość i bióerunek przys D io- 
szenia Ww punk tu M SRB p AL 
następująco : przyspłesz ie normalen WyZNa-- 
czymy za pomoca wzoru / ib / rozdz.IlI i wzoru /2 Je miano- 
wicie: 


87,2 
R” 6 | | 
Z ~T =R WE ORA A 


przyspieszenie styczne w, za pomoce wzoru / 11 / rczdz.III 


i wzoru /2 / : 


w 
TARO d = Rag reese o.000.0e ORA 4 Z 


Tak bósk i-Mec hanike teorè p zna. 


r 
a 
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płzy czym 4! oznacża tu pochodną % względem czasu t. 
Znając przyspieszenie. normalne i styczne ob] iczymy 

z ła wościę przysnieszehie ogólne w : a 
Fa W w, a RW "* 0. | Aa 

AE AURA $ : i 

czyli w=R'y gt > yt > 

w jest aerae wzdłuż Mos) prostoką ta AUA TEREA 

na Wi i w_ jako na bokach, W PR 
Wprowadzoną przez nas wielkość M = gy azywamy 

przyspieszeniem kątowym obrotu 

Ponieważ ly) = LQ. , przyczym 0 ornaczazmienny kąt pomię- 


: dzy promieniem Em Om „a kierunkiem RA GO , więc: 


Ge 0 — o 4% 


dt 
' Jednostkę przyspieszenia kątowego jest 
/ jedn. czasy? 
w R -2 np. gdy jako. jednostkę czasu pbrane : sekund$, wtedy 
a przyspieszenia kątowego = a i 


Gdy więc mamy zależność /1/ będącą równaniem r u © hu 
obrotowego wtedy prędkość i Przieoje saga każde- 
go punktu rr obliczamy za pomoce wzoru -L TA 


Jezel, O =d4Bt [KAF są steże wtedy a 
dj) = att e Eo aaa zę 
Jeżeli zaś © =s ót +t? wtedy ji = Ż,-4 ruch obre- 
towy jest Je dnostajnie paleniy.: 
a Płaski rush Wiyty. 
materialnej. 


Ruck bryły maltazasdine j. nazy- 


waty płaskim „gdy punkty tej bry- 
ry znejdujące się w rewnym mome n- 
ste czasu w jednej «w ve j./saMhe oj pri- 
szczyznie RoRR Naa 8 2 stają 
W tej płasaczyd ie podcnag puchu pryty 


Płaski ruch jest. to za.tym ruch równoległy do pew nej 
aaa aaa: ruchu płaskiego ,odległość 


40. 
każdego punktu bryły od słaszewyzni Hibiiakókśj, TÓ wole- 
gle do której ruch się odbywa,pszostaje stałą. Oczywistym 
jest,że podczas ruchu płaskiego punkty bryły materialnej, 
połeżome w jakiej bądź płaszczyznie „równoległej do płay 
szczyzny nieruchome j,pozostaja stale w tej płaszc”yznie, 
gdy bryła się porusza, 


Ruch wszystkich punk tów bryły materialnej, znajdującyć 
sią na jednej i tej samej 
prostej,prostopadłe j do 
płaszczyyny nieruchomej, 

| gest zatym zupełnie iden- 
tyczny.Dlatego też ruch 
płaski będzie w zupełnoś— 

' ci określony,gdy poznamy 
ruch tej pł astkiej 
figurynie zm 'i ean- 

"ne j ;którą otrzymujemy 
w „.ezcięciu bryły mete- 
rialnej z płaszczyzną ni- 
ruchomg, Wtedy L rys.2 
tory punktów A i A, leig- 
cych na jednej prostopa= 
dłej AA, do nieruchomej 
płaszczyzny PP,będą jed— 
nakowe Aka i AAT/ „e 


Rya.2B. l stąd wymika,że będą i je- 
dna kowe prędkości 1 przyspieszenia tych punktów. 
Wykażemy ,że płaski ruch bryły móże być sprowadzony do 
rucha obrotowego dookoła pewnej osi; udowodnimy w tym celu 
na stępujące wwierdzenie B e r oull i Chssles'a: 


Twierdzenie, K a ż de położenie 
nej Er poruszające j 
nie moż emy otrzymać z jak ie- 
PARE ŁCKO jej poło że n dy 
bro tu dookoła pewnej 


nie zmie n- 
sięw swej 


oou 
BHN 
osa 
QHN 
D. sq 


stopadłej do płaszczyzny 
ury,eżelż tyiğo to nowe pot o= 
ie mie etrzymuje się za p oaa og 


pł a 
gok 
zap 
osi pro 
fig 
żem 
przesunięcie postępowego.. 


Ażeby pozmać połeżenie płagkiej niezmiemmej figury 
w jej płaszczyznte „wystarcza pkreślić położenie dwóch dom 
wejmych jej punktów na tej płaszczyzr''+cCzyli położenie 


—41- : 
Jakijkolwiek prostej,należącej do $igury.Obierzmy płaszczy 


jako płaszczyznę ruchu płaskiego,a punkty A 
, Jako dwa dowolne punkty płaskiej. figury / rys. 24/ „nieh 
i B, oznaczają położenie tych samych punktów po prze- 


Ski się figury w jej płaszczyznie w jakieś nowe poło- 
emie. 


Ponieważ figura jest niezmierma,więc k 171 =A, a" 
Połączmy za pomocą prostych A, A, UB punk ty A 

A, e zB, „Ze środków a i% do odcinków 

A JA o B.B, wystawmy w płaszczyznie figury je papie 
e aĝ nich, te prostopadłe przetną się w pewmyń 
punkcie O,albowiem ruch figury uważamy za niepo” :* r 
w ięc idea A_A Re B, nie będą wza jemie równole 
głymi./ w wypadku” rucht põstępowego, punkt O ARS, też 
istniał ,lecz w nieskończoność. 


wykazany teraz że 
obracając figurę dooko- 
ła osi,przeprowad zone j 
przez punkt O progtopam= 
dle do płaszczyzny figu- 
ry,przesuntemy figurę z 
położenia /1/ w położe— 
nie /11/ J$ostatecznie 
przekonać się 0 SŁUsZ= 
ności następujących wa 
runków,niezbędnych do 
powyższego obrotu: ` 


VA odległośći. RAA p 
tów A, i B. od osi bbrotu.. 
Q mat AR I staty 
i B.0=B.0. 

2 kąt obrotu obu 
punk tów A í B. musi być: 


Rys.29, EZ R 


jednakowy t.j. Ata = B®, ż i 


— 
peen PS 


Š „Połaczmy prostymi punkt O m pu.ktami A By b, B 


wtedy jest rzeczą oczywistą,że pierwszy „aa > jest a. n | 


niony. 


Z rówmości trójkątów A, GB, i ra ©, / trzy boki SĘ, 


równe / wynika,że A OË = GB 1 


ai 2: eR 


4 2a 
"Doda-jąc do obu stron kat 5,08, „otrzymamy,że :: 


pani? 


i 
$ 


; | + B SA A „OB, + BOA, ; 
czyli p AJOA, = rS, > 


W.idzimy,więc,że obracając płaską, figurę. dookoża asi X 


O o kąt © przesuniemy punkt AJ w położenia A; a punkt Ba 


w położenie B, Ce DodeÖn EPES E N : 


Ruch postępowy: dekie] figury możemy uważąć , jako ohm. 
rót doskoła nieskończenie dalekiej osi obrotu „wtedy wypo- 
wiedziane w twierdzeniu ograniczenie odpada. > 

Udowodnione przed chwilę twierdzenie pozostaje prawom . 
mocnym i wtedy gdy położenia/ 1/ i / I1/.płaskiej fiņ- 
ry są nieskończenie qo siebie bliskie.Mośemy wtedy twierdzić, 
iż nieskończenie małe przesunięcie płaskiej figury w jej pła- 
sze zyśnie możemy otrzymać obracając figurę o nieskończenie ` 


| mały kat fewego punktu,położonego w płaszczyźnie figury. 


Tem punkt z bięgiem czasu zajmuje różnić. położenia i dlą te= 
go nazywamy go środkiem chwi lowym 

-0b r o tu , Brodek chwilowy poruszając się zakreśla 
na nieruchomej płaszczyźnie 
pewna krzy wę będącą jego ‘orem bezwzględnym, tę 
krzywą nazywamy p 9.4.09; leą albo owe) S 
s rodków chwilowych -to 

Oprócz tej krzywej środek chwilowy zakreśla EA dnną 
krzyw ą ma płaszczyźnie „poruszającej się niezmiennie z figu- 
rą płaską tę krzywą nazywamy linię 
ruchome. środków chwilowych . 

Na rys30. AB jest linia stałą środków chwilowych,a 
linie A 'B',A 'B" A"! B"*',są poszczególhe?położeńia linii 
ruchome j ama chwilowych: Ww każdym momencie czasu Obie li- 
nie środków chwilowych ruchoma i nieruchoma posiadają wspól 
ny punkt styczności 0',0",C'" /na rys.302/ Ten punkt stycznośm 

10 jest właśnie środkiem chwilowym obrotu.Gdiy figura 
płaska vorusza się, wtedy linia ruchoma środków chwilowych tm- 
chy się bez ślizgenia się po linii nieruchomej środków chw — 
lowych, 

Prędkości punktów płaskięj figury w każdym momencie 
czasu są prędkościami obrotowymi,a zatym są prostopadłymi 
da prostyć łączących te punkty z chwilowym środkiem obre- 

tu ,więc aby wyznaczyć śródek chwildwy dla każdego momentu 
czasu wystąrcza mieć kierunki prędkości dwa punktów figury 
w danej chwili albowiem wtedy punkt O przecięcia się prosto- 
padłych wystawionych w tych asa A i A, Bo kierunków 


SF 
prędkości 2/5 ód | „Wędzie właśnie szukanym środkiem 
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2 : r AL 
*| Z o: ` SAO 
i - ; a + 
r ER y 


Rya. : Rys31. 
chwilowym tego momentu czasu /rys.314/ z 
Przyspieszenia punktów płaskie j figury a 
się w swej płaszczyźnie „określimy jako przyspieszenia ru- 
chu obrotowego dookoła ś odka chwilowego. a 
W iemy,że podczas ruchu płaskicgo,t.j. ruchu równo 
 ległegodo pewnej płaszczyzny nieruchomej wszystkie punkty 
bryły,połedone ja jednej i tej samej prostopadłej do tej 
płaszczyzny poruszają się zupełnie jednakowo.Więc wszyst 
kie punkty położone na jednej i tej samej mrostopadłej, 
prowadzonej do nieruchome j płaszczyzny w środku chwilowym, 
posiadaja prędkość równą zeru.Żatym w bryle materialnej is- ` 
tmieje w kaśdej chwili nieruchoma prosta.Tę prostą EN ; 
crÈtwilows osłę obrotu. 
Gdy środek chwilowy zakreśla linie środków ahwilowyeh, - 
wtedy chwilowe osie za kreślają pewne powierzchnie cylindry cz=' 
'no,zwane powierzchniami cylindryce ze 
i chwilowych czyli ak dam 
tych aSa ie rwe Be 
CyL aAaTry OSEA 
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o 
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ch 
yoe 
43e po drugiej e e 
opntemuchome1] powie h 
arySznej osi ohwnilowyon. 
Na rys.32., M i A"B' są linie środków chwilowych, 
C — środek chwilowy w chwili obecnej, a 00' = oś adi, 
zakreśła jąca dwie powierzchnie AE 


8 ka BO 


h 
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j 
n 
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Dotychcza=s badaliśmy płaski ruch bryły materialnej 
geome trycznie,teraz rozpatrzymy ter sam ruch analitycznie. 
Przyjmiemy: płaszczyznę w której porusza się płaska figura, 
jako płaszczyznę osi współrzędnych XOY /rys .33./ -Oprócz 
tych osi weźmiemy jeszcze układ osi 5 ,6,9. stale z figurą 
połączonych i Pady w jej płaszezyśnie .Oznaczmy przez © 


Rys. 32 cs Rys.33. | 
kąt utworzony n osiami OX i O' E „Współrzędne punktu M fi- 
gury względem osi nieruchomych OXY oznaczmy przez /xsy / sa 
współrzędne tegoż pumktu względem osi ruchomych odpowiednie 
przez Ś di m . Ponieważ płaska figury jest niezmien- 
nymukładem punktów,więc współrzędne + i © zachowują dla 
każdego punktu M figury wielkości stałe ,gdy figura porusza 
się. Współrzędme x i y tego układu zmieniają się z biegiem 

czasu, i 
Teżeji oznaczymy przez / X / zmienne współrzędr 

punktu 0',wtedy ruch płaskiej figury B,dzie określony,gdy 
będziemy równania ruchu skończone: 
QG- SRI, Z = BJ. $ To= |. FA L Manue daa E 

Ma jac trzy fmkcje czasu TAE n iE ot ZA Os Y /t Ls 
określimy w każđym momencie czasu t położenie płaskiej fig - 
ry wzelędem nieruchomych osi OXY, Wzór przekszatcenie współ 
rzędnych na płaszczyźnie dają nam zależiiości pomiędzy Xy; 
> os 


S$ 


( x 
am a aae aea e a SORKI A 298 ŁK) 


w o Dy AE aen 


Makiiński-Mechanika teore tye ma. A 


—45— 
X=X + Ę cosQ — nsino , 
© t l ; 
a * $ sinQ + N TOSO sresereserroeceesro LY 
A-by otrzymać równanie toru jakiegokolwiek pubktu M 
płaskie figury wstawimy we wzory /2/ zamiast Ëi? współ- 
rzędne niezmienne punkt M,a zamiast x „y, i © ich wyraże- 
nia /1 A „następnie wyeliminujemy z dm otrzymanych wzorów 
czas t."tedy otrzymamy równanie toru punk tu 
M.W postaci następujące j: i 
JOW Z SB, BER 00/3 L> 
Znajdziemy teraz równanie krzywej,zakreślonej prhez 
dany nieruchomy punkt M / x,y / płaszczyzny XOY na ruchomej 
płaszczyźnie płaskiej figary.W tym celu nadajemy zmiennym 
współrzędnym x,y.we wzorach /2 / pewne określone wartości, 
odpowiadajace danemu punktowi i eliminujemy czas t .Oczywiśm 
cie otrzymamy to samo równanie /3 :, ARE 
> f/xy,56,1 / =0 POZDRO doda ud. 
cała różnica polega na tym ¡że w równahiu /3 / x,y;są zmia -= 
nymi,a w równaniu /4/ x i y sę wartośsi stałe ,zmiennymi 
zaś są 5 in „które w równaniu /3/ były starymi. Dla tego 
"równanie krzywej zakreślonej na płaszczyńnie płaskiej figu- 
| ry będzie miało postać: > 


"ów 7 Do... 
Rozpatrzymy pręd':'ośćci punk tów 
pładgkauej figury Rzuty predkosci 

jiakiegobądcy punktu figur yna 
nieruchome orie XOY,na pod stawie 
wzorów /2/ „będą: A 
VOSSYRŃ/ = x's I! JE sinQ +n 00sQ /©! = mA yy y 
o > | o sesok 6/ 

vuoret = y'=y-, 5cosQ - 7; sinć /0! = yi xf 0! 


Pierwsze wyra-sy w otrzymany ch wyrażeniach na x' i y! 
mianowici e x i Ys są rzutami prędkości punktu 0x +y na 
osie OX i OY,albowiem skończone równania ruchu tego p tu 
88 WOS) INI sos Zw, t 
Rozpa-trzmy tóraz drugie wyrazy -/y-y /@0 i 
W tym cclu przypuśćmy,>e płaska figura ibraca się w swej 
płaszczyć.rie dookoła punktu 0 /rys.34./.Vprowadźmy współrzęm. 
dne biegunowe w taki sposób,aby biegun był w punkcie 0,a 
oś biegunowa zgodna z osią OX.Ponieważ.mamy"*ruch obrotowy 
niezmiennej figury, więc promień każdcso-pamktiu M. pozosta- 

Je podczas obrotu. steżym.Momy wedy: | 


X =r cosà y=r sin © , 
przy czym r2 = x? + y’ a 


AN —46— 


różniezkując te wyrażenia bnajdziemy rzuty prędkości linio- 
wej punktu M 00% na osie OX 1 Ak 
y 008 /V;X /= X'= „rsino.0! 


v coy v,Y /=y'-r cs © „o! 
czyli -v cos / V,X / sy 8 
v AN E 
porómując wyrażenia 

Y y-yd l'i [/x-x_ /0' ze 
wzorami /7 / „widzimy,że 
rozpatrywane wyrazy prze- 
dstawiają rzuty na osie 
OX i OY liniowej pręd- 
kości obrotowej punk tuM 
/x,y/ dookoła punktu O” 


l zę: ,przy czym aaa 

mień pan M jest 

r = Mx =Xo Żyj y =y 2 

| TE Y. > 
Rys.34, >. Zatym „z6ży ŚM 

stwierdzają że p ędkość 4owolnesegso punkę 


r 
upłaskiej figury jest sumą g£ o me- 
t*rycozmaprędkości 1inieoewej obro= 
tu danego punktu dookoła punk two”, 
iprędkości punktu Ot tej. 0 


(WRO R 
Trzy czym Yo oznacza prędkość punktu O', av prędkość obre + 
tow% punktu M dookoła punktu O". | 

Pu:kt 0' /x,1V, / nazywamy biegunem danego richu płas- . 

kiego, 
Wyznaczmyteraz taki punkt €/z, y /k tórego 
prędkość jest zerem ES e Ja 
rem x'.i y' muszą być zerami,skąd,na zasadzie wzorów 


x', Y Id 8'=-0, yt +/ zaf 8'=0 


© 
czyli Y'o x! 
A kaTa A i Ye To + SĘ Rs: 0 OK 


Z wzorów /8/ wynika ,że współrzędne x,» Y, punktu,bę- 
chi w danej chwili WAN parżymi nunkcjami 


ATi 

CZA t.ZA tym nieruckomy .w danej chwili t Figury O pe- 
rusza się z biegiem czasu i zakreśla na enaena XZ0Y; 

pewną krzywą, której rówianie ptrzymamy,sliminująć czas t 
z rów nań / 87 . i 
Tem punkt © jest oczywiście środkiem chwilowym obrotuza g€- 
ome tryc zma miejsce środków chwilowych obrotów ņa płaszc żyw” 
mieX0Y jest stałą 1 ih iąś rodków oh wi lon 


wy c h „Jej równanie okeay, najemy właśnie eliminując * z rów= 
nań /8/ : : 
F/. Xe > 0 ( 
Korzystając z wzorów wyraże jących zależności między 
współrzędnymi ruchomymi x iy danego punktu: jom mei 
6=/ x -x_/ c0a © */ y - y, sin 85 
n= x-x, l nerf y Fal 00a È ,....49/. 
i za wzorów /8/ Pa p A i Gi środka ohw = 


"© 


lowego obrotu: > Z A 

È =- Ia 8 of, | i 

je cos F > Z'o sta 6 - y'o 608 47 a 
o. 8 -/ a a219 itb /. 2 
8% P os X 4:60 s + y'o B : 


(WEJ imimując z rów nań /10/ czas t : „majdziony: ró 
f/ 8 > M A (ena . a ob 
kenne, która sii chwitówy hrotu € zakreśla, rucho- 
mej płaszczyznio zzeskieś piemin. równaniel inii 
ruchome j śr p jów chwal owych. 
t 
Ra» ae równania /6/ wzg 
"Gem cza „znajdziemy wyraża. 
nA TE En ONN 
aW od a wt płaskiej figury. 
w cof wI = x"=X" S Y-Y 8"4Y'-yg/ ahea" o F-ya BY x-xg6' 2 
ć SE eI. k 
y w eow, Y st"=y" 4 x-t9/047 e oy s arg 
Gdy przyrównamy te wymażenia do zera, „ojÓzymamy dwa YN — 


mania,z. których możemy wyznaczyć współrzędne x,y takiego pm- 
etu,którago- przyspieszenie w danym momchcie czasu t jest | 


48- i 
rów ne zoru, taki punkt nazywamy ś rodkiem przy s- 
ieszenia. 


Udowodrnimy teraz,że podczas ruchu pra s- 
j figary wiej płaszecezyznie.,, 

gruchoma srodków chwitiowych 
siębez ślizgania sięwzdłuż 
mióruchomej środków chwil lo- 


ue) 


Q 
n 
je 
m 


e 
y 
i 


ma A'B' i nieruchoma 
AB posiadają nio tyllo 
wspólny punkt Ć;loez > 
i wspólną styczną . 
„że gdy w momencie . >~ 
czasu t*/Ąt nieskoń 
czonic bliskie t punkt 
C. krzywej AB będzie 
stę stykał z punktem 
0, krzywoj A' B',to. 
nieskończenio mało łu- 
k- ©, i Ü, s44 równe 3 
; BARA "Quiacza jąc fo przoz ds 
` Rys,39. i dł musim, uioć 4% = ds. 
Z rów nań /6/ „przedstawiających krzywą AB w postaci qm- 


ra motrycznej,wynika,żo < ` z! 
tg A = £ 


3 ; x! i 
przy czym oć jast kątem pomiędzy StycznąOT, a osią OX. 
Rów mania krzywej £k' B*,na zasadzie ró:mań PA będą:: 


Ëo T x -x,/008 8 +/Y, -Fo sin © 1 


À sa AZ 
à CEŁ: -x, /gin © + /yę -yo / 208 O 
IO tyefń równań paramotrycznych krzywój A! B? wynika, 
Że p. 
tg B ko Cey 


: 3 9 
przy czym p jost kątem pomięd rz: styczną CI a osią U 5 $ 
Kat% ,utworzony przez tę styczną CT i oś OX vęfzmia 
skąd tej = tef t tg o > = Mo cos aa 5'e sin 0 
| L = tg. tgo f'ę cos © — m'o sin 0 
| 
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Ale z równań /13/ zna jdujemy,żo - 


J ZE -x'o/ cos 84/y'c-y'q/ sin By /ge-Ta/0s 0-7 xo-xo/ sin. aji cy 
yer y'o -y 14/ 008 afa o o Q. Üy sin Paf Fong ca ej er. 


a 


równa-nia zaś 
55H. X -xn /8' i x' 2f A a 8' ; 
w „| te wyrażenia w Bo poprzednie ,znajdziemy: 
EE S au aeae „ŻA 
ne = y'e cos © - x'e sin © 
W tedy R a ma tg, „przyjmie postać: 


tg Y = y' = = O. 
c 
ta 1 punkcie © obie krzywe NBA TB posiada-ją wspólną 
Ba ? 


Ze a: /24/ wynika,że 
5 © Pa No Sat x'a? +y'e 22 0 enaa /36/ 


Za uważymy „ze wielkog ci X'o i y', są rzutami na osie0X 
i OY prędkości ruchu środka Ghwilowego C wzdłuż nieruchome j 
limii środków chwilowych / AB/ ,a wielkości ę! ih! są rzuta 
ta mi prędkości ruchu środka chwilowogo © wżdłuż ruchomo j 
 limiiśrodków chwilowych /4' B' / na osie ruchome OE 0'7. 
W zory /15% i/16/ stwierdzają,że w każdym momoncie t 
prędkości ruchu środka chwilowego Œ wzdłuż obu linii śrođ- 
ków chwilowych sa jednakowe, 
Płaski ruch bryły materialnej ma wieżkie zastosowanie 
w mochamice stosowanej, gdy badamy płaskie mechanizmy. 

- 0a ko przykład rozpażrzymy następujący „bardzo prosty 
ruch praskiej figury w jej płaszczyznie /rys.34/ Przypuśćmy 
że ma mieruchomej płaszczyzmie znajduje się odcinek prostej 
As A s © długości 2R,i że ten odcinek porusza się w taki 
sposób ,iż jogo koniec ^ „, stale ślizga się wzdłuż osi OY, a 
koniec A2 —wzdłuż osi OX? 

Okres limy I krzywą . ,zakreśloną przez dany punkt płam 
sze zyzmyruchome j na płaszczyznie nieruchomej, 
2 krzywą którą wykreśla'dany punkt płaszczyzny nieru- 
chomej na płaszczyznie ruchomej, 
linię mieruchomą środków chwilowych obrotów i 
4/: Linię ruchoną środków chwilówych. 
Ta ko poczte rurhouyck osi współrzędnych ZO U; 
wdierzomv zh: uagek O! mego odc inta A. _ Aaowtadiy > s 
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A.0' = A 20'=R; oś O't) weźmiemy prostopadle dopiestaj 
AjAz „a oś 0'Ę zgodnie. z MiAo. Współrzędne punktu Aj 
A osi ,0'q sX. =R, hy = 0,apuniet A> odpowiednią 
$> | Rin = O. 
W a punktu względem osi nieruchomych XOY są: 
X, = 0,y, =pewną funkcją czasu. współrzędno punktu As od 


powiedni.e: = funkcja 
2 
czasu i Y, = 0.Kąt Out- 
worziry k erunkami osi 
0: Ę i osi OX,jest też pew. 
ng Tunkeja, czasu. Ton kat y ` 
‘i liczymy od dsi OX do osi OŚ 

a = stosując pierwszy ze wzorów 

[aB = /2 do pmktu Ay „znajdziewy 


O =X% -Ricos © 
„a stosując drugi wzór ze 
wzorów /2/ do punktu A,» 
a Gen 
0 = + R sin 8 
przy czym $o i yo są współ 
x dne punktu O0'względem 
osi nieruchomych XOY. 

Otrz; saliśmy dwa ] 
równania z trzema niewiam 
domymi XxX Y, i ©zale kąt 
8z biegiem" en czasu może gii 6m 
niać się w sposób dowolny, 
pomieważ,np.punkt A. może. 
poruszać się wzdłuż osi. 

Rys.36. OY z dowolną prędkością, 
. Uwazzjąc tedy © +F /4 aey następujące równania, . 
o ruch płaskiej figury: 

r =R cos 8, Vo = R sin 86, 0 = F /Y R L AY . 

yznac zymyteraz rów nanie tru jakiegokolwiek: punku 

M /$ kę płaskiej figury o a. Xy t.j» krzywej 
nakreślenej przez punkt M / £ na płaszezyznie nk he 
mej XO0Y,-Użyjemy mowa wzorów R 2/ ,które teraz możemy napi- 


sać w ten I Ę 
+R cos 3 =) sin O; 
e s a A, pos nA 


Musimy saa wać czas tę w tym colu wyeliminujom "© 
zaw ierającą czaa ;rpezwiążcmy pierwsze równanie wzglęđom 


AC 
©s 8 i wstawimy wynik w drugic,a nastęmie rozwiążemy 
| rów na nic /18/ względem sin © h man gow 
piorwszg równa pio /18 „wtedy zajdzie 


sim "i CENA =/Ę Rey =? x i cos E Pap ERSA E By y, ) 


Podnosz e otrzymane wyrażenia do kwadratu, a na stępnio 
doda w dwaj rów nanic >, „krzywa; 2 


(ZĘ R/ x ay? i ZĘ ay yz; AE: OWN A: y 


W tym równaniu £ ir są wiclkościa mi ma axiy». 
zniommyni;równanie / 19 względom x,y jest stopnia drugiog , 
zaten poszukiwana krzywa jestkryywądrugiego 
stopnia, mianowicie e 1 i p s a ¡albowiem mie pod - 
siada mieskończenie odległych DAE E to wynika: z 
wzorów / 18 /, 2 AT] 


y 


j” Rys.37. 
Ze tom ka żdy punki i praskiej figury zakrośla na płasz— 
czyzmio micruchomej clipsę o środku,znajdującym się w pom 
czątku współrzędnych O;osic elipsy w ogólności nio są zgode 
mo z osdiami OX -1 OY „fp. osie elipsy /1/ zakroślone przez 
punkt M na rys. 3%. 
Rozphtrzmy teraz następujące ważne przypadki szczególne: 
| sa punktów płaskiej figury,znajdujących się na prose. 
„tj.dla takich punktów,dla których = O,równanie 
ponyśkażgo toru przybierzo postać następującą : > 


„a 2 m 2 N j 
/ 3 t- Yra, Z+ R/?y = (Ę A R. o= R? Y E+ R7* 
czyli ; x A 


2 


EA 7ĘCR7 = 1" WORA /207 
mónosąłe f 2 20 / wynika,że każdy punkt M położony na 
prostej ,zakreśla elipsę o środku w początku współ- 
rzędnych 0 > o ogiach „których kierunki są zgodne z osimi 
w-spółrzędnych XOY /np. elipsa /II/ na rys 31/3 

2 Znajdźmy punkty płaskiej figury,które zakreślają 
na nieruchomej płaszczy śnie ko ł o .Wteydy równanie 
toru misi mieć postać: 

x? 2 pa 2 
O? 8 

to maczy ,że w rówianiu /19 / współczynniki przy x iy 
muszą być równe „a EG A przy xy musi być zerem... 
Pierwsze otrzymamy,gdy E= 0 , a drugie,edy || =0, : 
Zatym koło zakreśla tylko jeden punkt płaskiej figury,mia- 
nowicie śradek 0' / Æ- 0 , ÑN = 0/ odcinka ALA, /na 
rys 37 to koło oznaczone jest przez A EPE... | 

3/ Znajdźmy punkty gd RAE linie pro 3- 
te , "tedy musi być,iż Æ - R” 20 /21 /.Równanie 
/19 / przedstawia wtedy akai dwu rrostych przechodzących 


przez punkt o. 
/ Ż% R ; y- x.t = 0 
i = 470 EO. i..0sdiia, 220 
Łatwo mauważyć, s te równahia przedstawiają jedną 1 
tę samą prostą „Rzeczywiście z równań. /22/ wjnika,że: 


Ms m4 "ER 
| n fi | ; 
a równanie / 21 aje 
s, RB 

SE 
więc równania /22 / mają współczynniki przy niewiadomych 
x y proporcjonalne ,zatym przedstawiają jedną i tę samą 
pros te. 

Równanie /21 / stwierdza więc; iż linie proste zakreś- 
lają te pmkty płaskiej ie A. znajdują się na kole, 
przechodzącym przez punkty. i mającym środek w punkcie 
_0.Ma rys.37. to koło oznaczone 15 przez /V /,a prosta, 
zB-kreślona przez punkt M" tego koła przez SARA 

 Zauważymy,że punkt koła /21 / zakreśla tylko pewien 
rabosa odcinek prostej /22 /.A wzorów /18 zo i warunku 
22 7 wynika więa,że : 


: | x + yć = 2R7 + [os 20 + | sm 20/ 
skąd . > for R + 2R (s > 
ponieważ punkt ZGK leży na kol: /21 / więc : 


+y? a seen / 
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art Pumkt koła /21 A akiedo Sia tylko tę część oe /22 f 
PP jest za warta wewnątrz koła 
X2 + y2 =4h*- 

Ażeby” o trzymać krzywą,która zakreśla na płaszczyźnie 
"ruchomej punkt obrany na płaszczyźnie nieruchome j,należy 
tylko w równaniach /18 / lub wynikającym z nich równaniu A% 
uważaś = al N za wielkość zmienną,a wielkościom x i y 
nadać dane wartości stałe.Widzimy,że ta krzywi. jest pewną 
krzywę czwartego stopnia,mianowicie krzywa należącą dn kla 
sy epi trocho id przedstawionych na rys.38, 

Znajdźmy teraz nieruchomą 
linię środków chwilowych. 
W tym celu podstawimy w 
równania /8 


Xi, = ka mT, > 
i Qt z er 


wyrażenia /17 / na, XI, tO 
O wtedy otrzymamy ,że 

x R cos O + R cos © =ZHos$ © 
y =R sin © ~- R sin O==ZRdfse 
| skad < + JE = 4 R2.... /24 / 


t.j. nieruchoma linię śro — 
ków chwilowych jest koło 
opisane z początku współ- 
rzędnych 0, jako ze środ 
ka .promieniem-2R = A. A . 


Aby otrzymać rucho- 
mą linię śr dków chwilowych 
uży jemy wzorów /kO A. lub 


Rys.3B, /13 / „kładąc w nich: 
x, =RcosQ, Je. 5 7 R sin Q wtedy x,=2RcosQ Yo =-2Rsing- 
sadu a R cos: "9.3 sin? © = R cos 20 
| g=-RsinQ aos 0- R sinQcosQ = - R SINIO reina SZA 
skąd wynika ,*e £? 2 > ; i 
: r e ą + RE ...2...0 24006000 0 0 V o tura 200 
t.j. ruchom» linia środków chwilowych jest cuicim cpisazym 
z punk tu 0’ „jako ze éx | promienie HY NE? ; 
i R = L . e o, . 3 SA 
> A A, /rys 39 / rA 


Łatwo przekonamy s ię o słuszności tych wyników bez+ * 
pośrednio z rys 36 i 39.Rzeczywiście,aby otrzymać środek* 
ch ilewy, postępujemy jak na rys 31. t.j. ,przeprewadzamy ! 
prostopadłe w punkcie A do pręckości tega punktu t.j;. 


Bi. 
do osi OY,po której ten punkt porusza się i w punkcie A_ 
do osi OX.Punkt C przecięcia się tych prostych jest właśnie 
środkiem chwilowym,a ponieważ OC — A.M, = R więc oczywiście 
że geometrycznym miejscem punktów © ña płaszczyźnie 
mieruchomej jest koło,opisane z pmktu O promieniem œR., 

Z drugiej strony,sczywiście 0'e = O-A, = R dla tego 

też środek chwilowy Č jest oddalony od punktów O'-środka 


' Rys.39» 

odcinka prostej A Ao - o długość stałą O'!C =R,a zatym 
geometrycznym miejscem tych środków na płaszczyźnie rucho- 
mej jest koło o środku w punkcie O' o promieniu równym R. 

Następnie z łatwością przekonamy się z rys 39.,iż 
dowolny pumkt koła o promieniu R , toczącego się wewnątrz 
drugiego koła o promieniu 2R,rzeczywiście zakreśla linię 
prostą.Niech położenie początkowe tych kół będzie takie ,że 
małe koło potoczyło się po dużym 6 długości łuku ML,Wtedy 
długości łuków ML i IM; muszą być jednakowe,a więc punkt 
My zmajduje się na prostej OM,pruechodzącej przez punkt O, 
t.j.,gdy małe koło koczy się po En punkt M zakre- 
śla właśnie średnicę MOM /rys.39. 
= Na podstawie rozpatrzonego a. chwilą ruchu płas- 
kiego,jest urządzony t.zw. cyi tiel eliptyez- 
m y „którego urządzenie widzimy na rys.40,nie wymagającym 
ob jaśmień.Cyrklem aa posługujemy £ię przy kreśm 
leniu elips. A" ADA RARE : 


55— 

Jako drugi przykład płaskiego ruchu figury w swej a- 
szczyźnie rozpatrzymy ruch mechanizmu korbowego '/rys.41 
Niech T będzie tłokiem, BA drągiem tłoka,A0'-irąg korbowo- 
du,00*-korba „,0-0oś wału i A-krzyżulec,poruszający się, wzdłuż 

nieruchomych. wodzideż EF 


zaa i pods tawy N. 
GA : Obiergeny kierunek 
„KA dręga tłoka BA O jako nie» 
R GE S ruchomą oś OX,biorąc po- 
a Ra 3 czątek współrzędnych w pun- 
Ę DN keie O,oś OY skierujemy 
"zza Kozdęzeżey 0 o pionowo w dół. 
Deney pzez SERE -i o POEN E TE 2. 
o. 2 w osiweźmy w punkcie O'kor- 
Ra z Ki į e by 00',08 0'Æskierujemy 
Robe A wzdłuż drąga korbowoduA0", 
š o ii ; a kąt XAifoznaczymy przez 
4 DĄ >» o 
Gi Wtedy współrzędne mie. 
ru. home x,y punktu M niez 
SEE Riennie połączonego z âr- 
Rys.40, giem korbowcdu,będą: 


005686 224. e 


Y= Jo 4 "aaa 


I x, s_0=1. 
y% Q |-sia-fl_ ROAR Fi A 


i 


ji a5 AIE a 


a U 
oh CH 
przy Szym kąt © jest p mą funkcją cza mu. +„,któżą wyznaczy 
e: sin © : sin ‘= 00! : AO! > 


f 
58_ 

Tieas kat, określający ruch korby 00! czyli ruch obro- 

towy wała O,uważamy za znaną funkcją czasu t; ; 
Np.gdy wał O obraca się jednostajnie, wisay K= nt pry 
czym AE x 
R WE i K jest liczbą obrotów wału O na minutę 
Ozmaczymy 00! = r „AO! = D,wtedy o trzymamy ,ż6? 


sin © = $= sin SA), 
i ai Jam oai Zał 
r sin <x 
przy czym X -%/ e Za tym Ba. DY AR 28/ określają 
ruch punktu M/ , 

Aby znaleźćtor tego punktu ,zakreślony na nieruchome j 
płaszczyśnie OXY,wyeliminujemy czas t "Lub X /co jest © > 
samo / z równań nas tępu jących: i 3 > 

X= r cosest Teos A ~ | sin O! 
o a Ą WADZE) 


sin 0 = E aa aeih ....e. a ZAD 


W na celu postępujemy tak: napiszmy t równania 129 £ 
w postaci | 
Żeś je; kiem Q = x-r cos G/L. ; /31 / 
| -e gin Q +f cos Q = y-r DS a 0 
aby wyeliminować © podniesiemy je do kwadratu i dodamy,wtedy 
znajdziemy: 2 
; 2 = ay ar ~ 2r ms 2ry sin A. 
Oprócz te go z równań XSL / „znajdz: izy ża T 


sin0 = EP > =. aS agso i. 


sa dd z 256 s l z równania /30 / sinð 


n spel ze > 008.064. 


È sin A. = 
a za tym «i dwa równarńia . wl 
tylko funkcję ezasu t A 2 J 
ea: Ba me = Kayar a - ao 


L? cos: KaD E Ga Ęó+ +77 sind= BJ zgr 


z "tych. równań Gbl loz ymy sin 4 i 028 «t, „wstawiając. je” 
w tęgżsamość: p 5 i 
AR oan gin Te + Cosecha 1 i ; 
itrzymamy poszukiwans. zależność międz, z i y „innymi oe) 


a + 
r 
eiee 


bT 
znajdyiemy równanie toru pmktu M -- nieruchomej płaszczyź— 
nie XOY.Łatwo się przekonać¿że ten tor będzi pewną krzywą 
czwartego stopnia, s 
A by napisać równanie nieruchomej linii środków chwi-- 
lowych „możemy użyć równania /8 / „albo musimy napisać wyra- 
żenia na x! i y' prayrównać je do zera i z otrzymanych w 
ten sposób równań korzystając z rórmrnie /30/ wyeliminować. 
czas t „lub $<."tedy -otrzymamy,śe: R, 
X! = -r Sin. akol- sin0sQ i- Y cos. Ota o AA 
y' =r „| cosQ.O'— ff'sin0.0" = 0”**'"* 
1 cos Q.0! = g 908 . RECE 


Oznaczając przez x i1 z. współrzędne punktu nierucho. ` 
mej linii ' środków chwilówych?na podstawie równań f 31 Aà 
równania /34 / będziemy mieli : 


4 


L sinycćos Q + sA Coge r- Pokies (9) a 
T ©osÓR X_-T Costi O aaa aenawa adna rchac010 2/35 
Na zasadzie drugiego z równań /35./ pierwsze: róman 
/35 / możery ROLĘ następująco: R 
Je te ><. P 0000 O > o om. 7. 


A le z równania /30 Z aa o 

T odos T2 a r? sinf. 

skąd na podstawie - 2 den / 35 / mamy: 
fx >. cos ol Lr sin g 


Równanie /36 a daje nam: 


TR A= „ią 


T te wyrażenia o otezymujemy.$że; 
[xa ye dg 2,2 a AA dg 


p to szukane równanie nieruchomej linii środków 
chwil.wych,vak widzimy krzywa ta jest stopnia szóstego: 
Znajd?my ruchomą linię środków ahwilowych,oznaczmy przez 
Z iy), współrzędną jakiegobadć jej atena itady bedziemy 


mieli mania: 


ku 58 - 
r sins „sm 8, >| gs OŻj= 0 


ad 
e eos aX, cos wy (jaa ka O 
8, n coson. 


al L cos 2 
z których wynika,ż = ; 
2 
wS- L aa E tg_(= Fi 


Posługując się Sa, i W 
Dsinó=r R 

„zma jdziemy z łatwpścią równanie szukanej krzywej która też 
będ.ie krzywą stopnia szóstego, 

Osta tmi przykład wzkazuje że,nawet dla takiego. prO S~ 
tego i rozpowszechnionego w technice ruchu, jakim jest ruch 
mechanizmu korbowego,równania torów,zakreślonych przez punkt 
ruchomej lub nieruchomej płaszczyzny,równania linii środków 
chwilow ych i inne,mają kształt w znacznym stopniu skempli- 
kowanyi choodaż nadają się do obliczania poszukiwanych wiel- . 
kości,ale nie dają nam bezpośredniego pojęcia o własmościach 
tych krzywych i tych wielkości. 

Dla tegoteż,aby je poznać,a zarazem jynsy ‘peszuki= 
wame w ielkości w przybliżeniu đostatecmyn do.potrzek pra 
„ktyćzmych,posługujemy się metoa% gra filoznąsnp.aby wykreślićć 


-59- 
tor pumktu M na nieruchome j : 2 LE 
płaszczyznie XOY,zaznaczymy jego położenie M, „odpowiada- 
jące położeniu korby 00',gdy ona E kierunek zgodny z kie- 
runkiem draga korbowodu'A O! /rys4ż'/ Wtedy krzyżulee A 
za jmie położenie AA ; 


Poðzielimy Rio: zakreślone przez koniec O* korby 00' 
na kilka równych częś ci / na rys.42 mamy 12 podziałek/ +2 
tych punktów podziału zakreślmy promienieux równym0O'A = m. 
łuki na prostej A O /osi Oy otrzymamy położenie punktu A 
odpowiadające położeniom 1,2,3,.. „11,12 punktu O! na ko- 
le./ Te położenia punktu A na | rys.i2. są OZNGOKORE odpowie ` 
dnimi numerami./ 


W eńmimmy więc tró jkat kres. Jarski i odłożymy, od wi6śżu 
chołka jego kąta prostego na jednej przyprostokątne j dłu 
gości CJA o i Co0',a na drugiej przyprostokątnej długość 
GO ; sjeżeli teraz będziemy przykładać ten trójkąt w ten 
posh, że punkt jego Ao będzie zajmował kolejno położenia “ 
1,2,.....11,12,na prostej OA /osi OX/,a punkt jego O8 koa 
lejno odpowiednie położenie na kole i będziemy rzutować od 
powiednie położenia punktu Mg,otrzymamy wtedy 12 punktów m 
płaszczyznie X0Y,będących położeniami punktu M;krzywe prze— 
chodząca przez te punkty będzie właśnite- torem punkta M na 
płaszczyznie XOY. . 

A by otrzymać nieruchoma linię środków wiwiSówych. -SK©— 
rzystamy z tego,że normalna do punktu toru O' jsgt odpowiśi 
miem położeniemkorby,t.j.promieniem 00'„normalna zaś do to 

ru pumktu A jest prostopadłą do prostej ON osi OX „wysta w 
w ioną z rozpatrywanego położenia chwilowego punktu A,punkt 
przecięcia się tych dwóch prostych -đa mam odpowiednie poł6— 
żenie Środka chwilowego /na rys.42.,oznaczone są położenia 
Gos12, 07;06,05 i C4 tego środką/ „Za pomocą tych punktów mo— 
 żemy wykreślić w pewnym przybliżeniu nieruchoma Linię środ 
ków ehw ilowych, 


Podobne graficzne badanie ruehu łerkioj Feu w jej: 
rłaszazyznie stale stosuje się. np w teorji mechanizmów. - 


= 


4, Ruch. punktów bryty masesrdieal naj 
ebraeceającej się dookoła punktu 
"Bler uokemego. 
Runhem obrotowym bryły material- 
nazywamy taki 


nej dookożła-.punktu 
pmeb bryły potarga którego tyli 
3e 


+ 


dem punki Jeges o abo) 003 | ORA 


; -60 
ckhkomy m, 

Pomieważ odległość każdego punktu M bryły materialnej 
od mieruchomego punktu O tej bryły pozostaje niezmiemną,w go 
podczas obracania się bryły dookoła punktu 0,każdy punkt M 
porusza się po powierzchni kuli,której środek znajduje się 
w mieruchomym punkcie aa O, a promień jest równy odleg— 

tości OM, 

Jeżeli będziemy kob e kilka punktów My Le, Aeri 
zna jdujących się ma jednym i tym samym promieniu punkt 
M, w tedy widzimy,że każdy z tych punktów będzie = eg 
się też po powierzchni kuli,przyczym wszystkie te kule będą 

, wspó”uŚrodkąwemi, Pomieważ bryła jist. eau za oda Ci My © 
Mo,...,będą stale leżały na prómióniu' wspólnym z pufikteń M," 
a dlatego, gdy będziemy znali ruci punktów położonych na po= . 
w ierzchni jednej ze w zkazanych kul,wtedy ex nam znsiy 
ruch każdeg innego punktu bryły dateriainej,E „j. będzie O- 
kregony ruch samej bryły materialnej. : 


Jest rzeczą oczywistą,że dostateoznie jest znać mich 
tylko dwóch punktów „znajdujących się na powierzchni tej 
same j kuli,aby znać ruch bryły materialnej,albowiem doł4- 
czając do tych dwóch punktów „punkt nieruchomy 0,otrzyma- 
my trzy punkty,nieleżące na jednej prostej ruch tych trzech . 
pumktów skreśla ruch całej bryły. 

Obierzmy mapowierzchni jednej z kul,mających środek w 
mieruchomym punkcie 0,dwa dowolne p mktyAi Ba;przypuśćmy - 
że ma początku i w końcu jąkiegoś c: esu czasu te punkty 
za jmają odpowiednie położenia Aj,By i A2,Bo,"'dowodnimy naw 
stępujące twierdzenie dAlanbert-Ruler'a 


Pac a: bryła ma terdialmą 
raca iędookoła punk tu wto- 
k Jej przesunięcie mo- 
y otrzymać 58 pomoto Bre vu 
Ły dookoła pewnej. o0541;prx.e= ". 
dzące j przez nieruchomy pu akt. 


„ Ponieważ to twierdzenie jest analogiczne do twierdze. 
sia Bermoul 1: -0kasls! a,dlatego przy toć zymy bu” tylko BYTEw v i 
szozer > jogo dowodu. Połączymy punkty: å} 1B} % pudkta- * | 
mi A, t za pomogą łuków wicĪkicn kół; ze środków a i 
b tysk n A JA» 1B przeprowadzimy łuki wielkich 
kół sC i bC stonie anio proatopeaia. do Az A, 1 Bi B2, 


Pumkt © przocięcia się łukówać 1 BC połączmy ze 
pomora TS U j A - marzcbiayi: mak EEY sea 


5) 
w tóm sposób prosta 00 jast właśc.o tą csią,dookoła któ 
rej ebrotem pumkty å} i By e R w a 
A? 1Bo, 
Aby się o tem przekonać wy- 
starczy dowieść prawdziwość 
następujących równań: 
A19 = A20 B1 = Boli; 


RÓ 

Aj CA = Ej 92 

co możemy uczynić zupełnie 

taksamo,jak w dowadzie twier— 

dzenia Bernoulli-Chslesąda;z 

tą jedy. różnicą ,że tam mic- 

liśmy do czynienia z tró jkątami, 
t ` o bokach prostolir .jnych,a abeg- 
? nie mamy trójkąty.Sferyczne . 
A> r Chociaż wiemy już;że rueh . 
a o" dwóch punktów bryły materialnej 
z OGG AK a> w obocnym ruchu obrotowym dookda 
7 ©; punktu nieruchomego w zupełności 
+ określa ruch całej bryły,ale m0- 
+ glibyśmy bezpośrednie dowieść „ża 
; podczas tego .obrotu dookoła osi 
Z 0 0,który przeprowadza punkty 
i} A 1B z położeń Aj i B1, w położem 
; i mia ArBo,każdy inny punkt tej 
* bryły przesunie się z początko.3 
wego jego położenia G- W KOŃca— - 
we pożożenie 02 .Pozostawiamy ©% y=- 
tato ym przeprowadzić dowód teg 


R" l i o A 
R 43 x łutów wielkich kół „makreślonych 
Po na rys.43. 


. Rezważaniami ana logicznyui do rozważań następujących po do- 
w edzio twierdzenia Bermoulli-Chsles'a dle ruchu płaskiego 
ndowodnimy,że ruch obrotowy bryły mate á 
rialnej dookoła nieruchomego p ™- 


ktu „jest złożony znieskończenke 
wielkiej 1lieozbdby-.n.oskończanmie 
małych obrotów dooxoła osi ;pr ze- 


okhodz3Bcychż5 przez..punkt r LOARURNiR os 
m y.Nalcży nadmienić,że s5słe obrotu w różnych mir edówee QIB- 
su w ogólmości będą. 'różne. b 
Oś nieskończenie małego obrotu,odpowiadająca pewnemu Momen- 

tow i ezasu,nazywamy chwilową csią qabrotu. 


A : -Gi 
"tego momerrtu-cZasua powie tacy: ig pekora ratvorzoną = 
prees zespół usi côr! lowych, nagy nay sto Z kieo © > 

Bi ekwi4a owych onroro w.Jeśen stożek zakre — 
a w przestezemi,jest to stały egyli nieruchomy stożek - 
o . chwiiowychąrugi stożek zakreśjony w samoj bryle mate- " 
rialnej,jest toruc hem; s Turek Bal ch wi- 
l owy 6 h/rys.44./ W każdym m momencie czasu,oba te stoż- 
ki posiada ją wspólną tworzęcą,która jest właśnie chwilową 
osią obrotm tego momentu czasu.Giy bryła matorialna obra 
ca się dsokoża o a- Ow te'a y ruchów. 


E> 


$ ruchomy stożek 


RN 


T Ei) 
ii 
lj 


H N 


Rys. 44. 7 Š 
NSU OŚGEKk osi ciwi onyen oe ay aa 
bez 61dizgamdie mię po mierucshomyw 
»yożku sI chwilowyek. b 


Chw ilove. oś w danym momenaie czasu wyznaczymy;gày » 
oprócz nieruchomego punktu bryły będzie naw znany jeszcze 
inny punkt,prędkuść którego w rozpa trywane j shwi Li jest. 
rów na zeru. 

Prędkości i przyspieszenia punktów bryły iaierialnej 
obra cająccj się dockoła nieruchomego punk tu,w każdym mo 
merncie czasu ca prędkościami i przysvieszoniami ruehu obro- 
towego dookora oewnej chwilowej osi nieruchomej. 


Rozpebryym, beraz ruch o rotowy. bryty materialnej do 
okoła nieruszamo, m7 pow me toda. mal ityo mą „gdyż dotycząząż 
mada liśmy ton ruch gesme tryuzuie  lsrzomy dwa układy pro- 
stoka w EO 6 marza ar /pisma soda. ayel wspó 


w/ my  „j 


w przestrzeni, a drugi układ 0£, Dy, 0 4, niezmiennie 
i 4 i i 


ate 


Ea 
e 


į 
T aa 


aaar e > 


S 
Wowra! 


aż 


7 
emmm e ma ma maa mee e eae a a dA 


ys. 33. 
połączony z bryłą materilną/rys. 45/ 
Położenie osi Or, 06, O , względem osi OX, OY, 
i 07 określają 9 cosinusów kątów, utworzonych kierunkiem 
każdej osi układu OF5;$ z każdą osią układu OXYZ. 
Te cosSinusy są określone następującą tabliczką: 


A y 
cos /Ę,X/ s» a4 
cos JEI = cos /Y, Ę a2 ŁY A. 
n Oznaczająe przez /x,y,z,/ i /£Ł)/ , 
RW BE dowolnego punktu M odniesione do Układów 
osi OXY 


i Opt, będziemy 


Ebm | 
my mieli wzory manc 2 trii analityczne j,wyrażająca 
zależność pomiędzy 7 100% $ 
X =aj Eetbiif+ Cjr 
y = a2% + bovr+ CZĘ. Sedia 40 
z = a j : 


Ponieważ układ osi OYXZ jest prostokatnym,więc zacho- 


dzą następujące zależności pomiędzy 9-ciu oosinusami tablicz=. - 


ki 39. ; 
aj 2 + an 2 +23 2 = Ll 
m 2 debo? Im. zo, moon a 
ej 2 +o 2 463 © =l 
Podobnież z powodu prostokątności osi o$ y f samy te 
i 2 


81 tt * «ej Ż=1 


ap > + b2 Ę + C2 2 = L. RZ MDA 4 42 f 
a3 Pig b3 2 + 3 2 = 1 
ada + z” = 2) e. 


“o po "ep au nawiasów ja A z aa a aa y: 


la, i» +agbo+a3b3/2n4/ bj01 +b2e24b3cy/ ni W W ejoqsaz02+a303/E | -0 
Pomieważ ta równość musi być ważną dla dowolnych war. 
tości g," , , więc z niej wynikają następujące tożsampści: 
81bj + agb? + a3b3 = O 
alcı +A0C2 + a3C3 = O. .dwŁeęcacaaakoso+ę. "434. 
bcl +boc2 + D3CGJ = 0 
Te wzory wyrażają zależności pomiędzy cosimusami kątów utwo- 
rzonmych przez dwa wzajemnie přos topađte kierunki z prostokąę— 


"mymi osiami współrzędnych. 
Stąd wynikają i takie zależnośći: 


AA + bba + C363 =0 

aza + baby + 036 =0 E E E 
aja + bb, + 036, = O 

Jest rzeczą oczywisią,że > a /a1f 4/43 / sĘ 


równoważne równościom /42 / 4/44/ .Łatwo przekonamy się; 
' że zależności 6 /41/ 1/43/ są niezależnymi „t.j. biorąc 


dowolnie trzy wielkości tabliczki /39 Z „pozostałe wyznaczy 
my przez te trzy za pomocą sześciu równań /41/ i/43/» 
Zamiast tych trzech cosinusów,lub trzech kątów im @ -= 

powiadajecych,możemy wziąć jakiekolwiek trzy inne nmienne 
miazależne ,przez które trzy pierwsze możnaby było wyrazić. 
Ta k w łaś mie uczynił E u 1 e r „wprowadzając trzy nowe ; 
wzajemnie niezależne kąty e, iY „zwa nekątami Ku- 
Le ta 

Wycbraćmy sibie kulą o dowolnym promieniu, naigo środek 
w początku współrzędnych 0 / rys .45/ „Dowolna płaszczyzna f- | 
pr”w adzona przez punkt O ,przetnie powierzchnię tej kuli we — . 
dług wielkiego koła „a dowolna prosta przepro- 
wadzoma przez początek O w jednym kierunku przetnie powiaz — 
chnię kuli w je Ad mym tylko punkcic,więc każdemu kieru 
kowi w przestrzemi odpowiada jedem i tylko jeden punkt na 
powierzyhmi naszej kuli,Osi kozę ga; OXYZ i OŚ 4 przete , 
na ową kulę w sześ ciu punktach X,Y,Z,ż,7 $ „a płaszczyzry 
nspóżrzędnych „przetną powierzchnię tej kuli %ażźwż łuków. 
w ielkich kóż$ń „tj ,£ g$ AMsTZ MZ 
i Zano bijemy ol Paa się płaszczyzn współrzę- 
dmych XOY i ^O miech będzie prosta ON.Położenie tej prostej 
na płaszczyznie XOY będzie określone,gdy weźmiemy kąt XON, 
przyczym ten kąt liczy,my od dodatniej poławy osi OX w str 
nę doda tniej połowy osi OY steje według obrotu strzałki ze— 
ca ra oa 0.8027 

Porożeniec płaszczyzny 3 2 Om będzie określone „gdy wańmiew 
my kąt „ryłowy przy prostej ON,utworzony płaszczyznami XOY 
LOR „Na powicrzekni kuli,temuż kątowi bryłowemu odpowiada 
kąt sferyczny 8 „ma jący wiorzakośck w punkcie N 1 utworzony 
łukami wielkich Łóż 4 1, i XY,oczywiście wtedy kat pomiędzy 
osiami oz i OĄ jest też równy 8.Ten kąt © liczymy BR „osi OZ pD 
ku osi 0% ,szyli od płaszczyzny XOY ku płaszezyznie ż JAz0 a 
a 00062 

Wreszcie położenie osi 0$ na płaszazyznio = 0h (będzie 
określone ,gdy weźmiemy kąt NOŚ Z =f który Mp7 od prostej 
ON w kierunku strzałki ge w stronę osi - „wtedy Kąt p 
będzie rów ny +` $ > 


Jak widzimy, te trzy kąty E u a e r'a w zupożności. B= 
kreślają wzajemmc położenie osi współr: ędnych OXYZ. i 0ż! iv. 
e o. 9 eosinusów tablicy /2% przez kąty E u I e=- 
ma o ',będziemy stopniowy przekształcać osie nierucho— 
me OYKZ, 
: > pa sobic,że układ osi OXYZ jest obrócony o 
katt dookoła osi OZ, 2 oś OX zajmie położenie ON; 


PC) 


-66— 
w prowadzimy dlatego p Wala aaa e układ ono 
Ppzęadanmych CZy 7 ij przy czym oś 0% jest zgodną z 
prosta O, wtedy ni zasadzie znanych wzorów przekkztałce- 
nia współrzędmych na płaszczyznie aa mieli: 


= XK] cos¥- y sin“ a „oe 
y SĘ sin V+ yi „mada 
= = ; 

/ Następnie E S układ 0X, Y1 Z1 obróciliśny 
dookoła osi OX} ,t.j. dookoła prosiej ON, o Kąt 6 wtedy 
współrzędna X pozostanie bez zmiany,a współrzędne z i y 
ulegną zmia nie.Te n o we położenie układu. 
0X y, 7, nazwiemy proez OX YZ; wzory. przekształcenia będą: 

Yl = y? Gos © — zo sin 9 RODZA AA 46 
Z = yo sin © + Zo cos o. R BRA ę 
Jest rzeczą oczywistą, że OŚ OZo jest zg dn z osią O Ą . 


3/ Teraz obrócimy układ OX Yo20 dookoła osi O* e .j. Gi 
05, o kąt | „wtedy ukł ad staja ie się cd. 
nym z układem O$+hn;a «gry przekształcenia 


współrzędnych Xo, Y2s 22, we współrzędne 3 , Ew 4 „będą : 
X) =% jos Y = | siny > a 
Jo =< PRO 47/ 
e 


= 
El imimjąc z wzóró- ma 45 [46l i /XY x *2:V21525XL+Y1:51> 
ZNA Jaziemy,że: 


Ks: 1 eoaf,cos' 4 sim” sin: “cos Y- cosy aoo "cos 8/4 


sę (sin | , sim o 
ja NRE S j p 
EE sin/4 sin 20S operę +- ay = ko 008 ma = 


a 


= toosjł. S1n5 


n= Fota fota 0 +3 '008'fśin © + $00s © 3 
Porównująć ce wzory ze. wzorami /10/, zhajdziemy PIsSZU- 
kiwane za leżności : 


d 


mim m e motiu ma m PR A aa 


W. z makliński RE tecre tycżna 


Z 
Bj = GO Teos Y = sini E cos 6 
ap = COS > "sin y + sin | cos Y cos 
83 = sin” sin 8 . 
b] =-sln | fuos f ost sin Y cos 8 naa d GRO 
bo = —sim | siny + cos' cos y cos © 
b3 = ceg sim ə 
cy - sin sin Q `; 
GQ = -cos Y sin o 
Gz = COS 8 


Gdy bryła materialna obraca dookoła njoruchome-- 
go punktu O,kąty H u ler'a 68,;1'|' zmieniają się z 
biegiem czasu S etae równania ruchu bry, 
ty w | wypadku Roa. 


Lafe, a 4 AKORZRCNA 
2 ak którą R punkt M/E, 

bryły „o ua w przestrzeni ,otizymamy % A a 
na da jąc ¥ , %1 % wiolkości stało¿a następnie eliminu- 
jąc czas t,który wchodzi przez ©, P i 4* w wyrażenia co- 
simasów 81900:..03 sotrzymame dwa równania między X,3;2; 
będą oczyw iście przedstawiały pewną sferyczną krzywą,po- 
tożong ma powierzchni kuli, 


Aby znaleźć równanie Jesi którę dany nieruchomy 
punkt przestrzeni M /x,y,zy/ wykreśla wewnątrz pruszającej 
się bryły,nadajemy w równaniach 5 48 xyi z wielkości 
staze i mow eliminujemy czas t, Wtedy oczywiście otrzy- 
mamy te sa me z Teu ao „jakie wyżej mnelotlisn 7 
dla toru punktu W £ „1 ,4 / „ale alenn w nich będąś, 

a Xx,yyz,stałomi.T IE moglibyśmy wyznaczyć aj 
jae rów mań kiej wyrażających współrzędne ruchome przez 
współrzędne ae. . 


= aj X + B2y + mz 
h = DJ x + boy + b3z bono portrad, 49 
? =] X + Coy + 03% 


Eliminując z tych równań czas t, otrzymamy równania po- 
szukiwamej krzywej . 

Zbadamy prędkości punktów bryły dałecioja JG) a, 
cej się dookoła nioruchomego punktu.Różniczkując wz$ry 
względem czasu t, znajdzicmy następ'|ące wyrażenia na rzuty 


a ee. 
prgåkosci -v pokttu M / xęy, 2 A bryły materialnej: 


pasa o, 


F 
y coy v,Y/ > ył > a + biye ei 3, 50” 
mov, / = m! = atg F hig ot34 


> am a= e b T= I= Sele A 070 
Przekszta łcimy wzory /50 /wstaw sającw nie zamiast £ śr la 4 í 
e jaa /49/ „w tedy otrzymany: 

ają bibi + c10j/ ky / agaf bob] +c20} A +4/ azajabzbjaczoj/, 
y'=W 84 4bj1b3 10104 +y [apad +bob>+ Goc +4 Bz834d>bA . 


z'=X/ajag + by bj ooo P+ 80 y + ezajsbzby mays 


Zanwa żymy,żewspóźczymałk „rzy x w pierwszym z tych wzom 
rów,ptrzy y,w drugim >. trzecia są równe zeruw sa mej rge- 
czy ,różmiczkuj 3cwzory i skracającz przóz 2 „znajdziemy iż 

af + byb cje’ =} ; A 
DENY F = ] j j wom SA 
ae no 452 
a bdasec 
PóniezkujkA wzory / 44/ wz gloen w a że 
= ' t 
a saa t 4o otd 
PAT = f “oo vo 
aya iige bbt eget a a, reory AA 
| Ra p a’ p! 
«ua ae 1 + eY 
Oma cza jąc lewe egét i rémagsi J5 odpowiadnio przez PQi 
Rot. 3 
Ko: POA 
SA pe cz 7 "3 AV a. + > * 
AE A 


1 Ę 


aa, kl * zp 1 4. a j SZOK L 5% ii 
a 0. 
R = ala 2 J ka 7 HL. i 
4 epiorajac się na wzorach /51/ 4/ 52 . zmejdziomy następu- 
Jace a żomia n= ranty prgiosci r 
SE W BÓ6 [9I =r = O. |- R 


y eos /Y,V/ m 7) c SR ~ mP R ear LB 
y COS v- ZR DAŁ) ma JE CE BAB) : ce 


7” > -60 Ul e 
W zory /54/ w są nazywane wzorami Ę ule rt a 
W spółrzędhe punkt: zo, którego prędkośćw danym momencie | 
cza su jest zerem,muszę czynić za dość następującym warunkom: 


Z) -JM=J, R-P =0Q, JE - =0 
czyli 
Ye n E E 
To e 
Ponieważ jedno z tych trzech równań jest wnioskiem A m. 
dwóch innych,więc mamy dwa nównani:. z trzema niewiadomymi. 


Ks y2 : E ; 

7 RNA Z ET a [55% 
Z równań /5% ynie 220 współrzędne kitu e A, ; 

którego prędkość w danym momencie czasu t jest równa zeru, 

są związane równaniami pierwszego sżkopnia;a zatym istnieje 

nieskończenie wiele punktów,których prędkość w danej chwi- 

Ii t jest zerem,wszystkie te punkty są położone na jednej i 

tej same j prostej,przechodzecej przez początek współrzędnych 

O È wyra żającej się za pomocą równań / 5% „Gdy zmiennej t 

mada my określoną wartość ,wtedy P, Q i R przybiorą też pe 

w me wartości stało ,a więc równania /5% przedatawią nam i- 

pełrie określoną pros tą; jest rzeczą oczywistą,że ġa prosta. 

jóstcehw t1lową osią © brotu, bryły material- 

mej da mego momentu czasu t.Chwilowa oś obrotu z biegiem ctâ- 

su zmiemia swe położenie w Baca albowiem F, QiRą. 

fumke jami czasu t. 


Ozneozymy przez 0! kierunku chwilowej osi obrotu /rys.46/. 

Na podstawie. wzorów 
/55/, kierunek Osuwyzia:. 
czymy ze Wzoró ws. P ; 
coy OLug = | DEON 


coy Ofu y = Y P202 KZ /56/ 
aor 0.14 =WPoxQ2uRó 


Wiemy,że prędkość 
kqvowa z jaką bryła obra- 
—— tsa się docxioła osi chwi — 
> dowej O jest równe, ilo- 

razowi prędkości liniowej 
jakiegokolwiek punktu bry- 
ły i najkrótszej odlsgłośm— 
ci tego punktu od chwils- 
wej osi obrotu.Weźmiemy 
ten punkt bryły material- 
RS, nej M „który w danyn m — 
Rys.46.: menci czasu znajduje se 


l wtedy otrzymamy wzory: 


ROL 
na osi Perucho i OX: w odległości od pęczętku azs 
= O rów nej jedności 'długości.Wtedy współrzędne punktu M 
- będą x =l1;y=z = O,anajkrótsza odległość M: M3 , tego 
punktu od osi Oś? ° wyrazi RZE ECIO 7 
MM) 21,0 sinåt ON; /= mam 9 ER? 
PSG? WE 


Wzory /54/ dają nam następujące wyrażenia na rzuty 
prędkości LZ 


A s: "e, x ea 
W,.ooa / A 


W peos / Wa / = - 0 = 4 
Staa zmajdziomy wielkość E 
(da „ Mo - fa” +Q? R a a ZA% 
„EST | 


za tyn prędkość a: a obrotu ©! tlowago w ogólności, jast. 
funkcję czasu t,Prędkość ehwilowezo cbrotu(.) przedstawimy: 
geometrycznie za pomocą wektora / patrz zoziział LV/ skie- 
Frowanego wzdłuż chwilowej osi obrotu Oss możemy więc rzuta ~. 
w ać wktor prędkości. kątowej na osie współrzędnych CZYZĄ 

P 


A E SESS 
w,cos A „x =|P”+ Q ERS ye? > Q? a R =P 


Loo E7 - |p 10 4 R da: > e E 

Ostatnie otrzymame réwmania / 33 wyjaśniają nam kinen- 
ma tyczng interpretację wyrażeń / 53/ „oznaczonych przez P,Q 1 
R sąrzu tami prędkości kątowej w 
na nieruchome osie ADR au 
CX „Or, 4,03%, 0. 

- Musimy jeszcze wskazać w jaką stronę oda. się skrót 
dookoła chwilowej osi.Przypuśćiy.że 3Ś OZ obraliśmy w taki. 
sposób,że w pewnym. momencie czasu oś ta jest zgodną z chwi— 
lowa osią obrotu Oii ponieważ wtedy prędkcść kątowa jest 
c row an wzdłuż 07,więc P =Q, aR O i dlatego wzory 

/ da ją nampe: -. 

NM (So, pa 
W, -cos / "a R = R! 
Wro 208 / +2 f = 0 ą 


R 
e wnioskujemy,żeprędkość jest skierowant równolegle 
. osi w stronę dodatnią tej oSi.A zatym obrót dookoła chwi- 
owej osi odbywa się o d stromy lewej. ku pra— 


w e j „gdy p 
io, d "gdy patrzący ma prędkość skierowaną od nóg ku gło - 


Równanie nieruchomego stożka ohw 
Lowgyeb cosi obrotu „otrzymany % równań /55/, 
elirrinując z nich czas t, 

Aby wyznaczyć równanie ru c'h omego stożka 
"chwilowych osi obrot u ;musiry znaleść TzU- 
ty prędkości kątowej na ruchome osim we AN 05 „O4Ń 

OŁ „niezmiennie z bryłę związanezwięc mamy: 


02008 [2 > $/ =P= 2P +4 a_a, * P> A 
W .aos /M . = q= DP + bR, 8 a neoe aeaa e DO 
(9 „GOS PAŃ 9 > 5 JŚ == cP FOLA. 4 oR i 


tl 


I 
2 Far. 
Wyzna czymy ze wzorów /5% p,q i r będziemy mieli następu- 


jące rów nania osi chwilowej w współrzędnych da 


CZ ń 


sł Pn; 
Sa RZY, RY 


AŻ ku à /6 
omy CĄ =) mina wood AR SA, (Y ' 


P 
Bliminując z równań [67 czas t „otrzymamy równanie ruchom 
mego stożka osi chwilowych: 


t/ż, t SO DEE io ca 


Rzuty prędkości. y jakiegokolwiek Baru WZ E 
bryły materialnej na ruchome osie 05 5 * , wyrażajś się WZ O= 
ra mi ana logicznymi do wzorów /54/ , RO SR 

v cos Tanl =5q -RT 

v cos /v,t/ PR = ŚR ius AGE O 

v coy v, 3/ =Qp =- Że 
Ey ziy Ka d, Bryła Go n obraca się dookoła osi G5, 
jednostajnie z prędkością kątową =- a,oś zaś SĄ jednocze é- 
nie obraca się dookoła ési oZ Z o kątową iu =b; 
pozosta jąc do niej stale prostopadłą.W momencie początkowym. - 
t = 0, oś% zna jduje się na płaszezyznie X07.Równania ruchu ' 
/49/ bom postać następującą: p 


2- a K- 1. bt 


Z równa Ń /48/ otrzymamy wyrażsnia naf po DEDOCĄ 


me 


U 


al — — ©os at sin bt, m & Gos at eos ht, > = gim at, 


Li 
H 
il 


sim at sin bt, b. = -sin at tos bt, = 008 at, 


= 608 5h, - sin tt , az = 


Q 


U 


722 
Rzuty prędkości kątowej iv na nieruchome osie B% : 
sę Q = A sin bt, R=b, 


skąd wynika ,śe tė s Aa q a. „ a, zatym równanie 25% 
„okwilowej osi Bati we a nieruchońych napi. 
szemy tak: , 
i x = y = Z 


a cos bt a sin Bt > B- 
Nieruchomy stożek chwilowych osi obrotu jest ai obroto- 
w y,którego oś jest a A 
x y ka -5e « „5% Ok 
Fazy /5% aają nam: 


"ię opes sin atb, q =b cos r”, KC = Bo 
Równanie chwilowej osi obrotu we BOR Rh ae 
będzie: 


E2 E A 8 | i 
= vi me i $ 
b sinat  bcosat a í 
Skąd zmajdujemy równania a stożka obuilowych = 
obrotu: ERTO ; J. ISA b 
ES są? 8. „2 KEHO) 5 AVA > 
= 0 a 1 J 


lea a nim stożek obrotowy, którośo oś jest A zad z 
osią O i. 


Wa przypadek sasha 
bryły nater icin] 
W iemy,że położenie bryły wate:“alnej jest w zupełności _ 
określone,giy znamy położenia trzenh jej punk tów nie Leżą- 
„cych m. jednej prostej, > 
Twierdzenie. Wogólnym dozyraaki ruchy 


bryzy motywem Ine waz de 380 po- 
żenie może być otrzymane z ja Kie- 
w*o41wdlęk Innego morożemia.va 
yzy zań pomocą dwóch, przesunięg: 
ZONA ZAKO postępowego prosto- 
mniowego iprzesiunatęcdha obr o t oe. 
SEO O TOEO T9 a GBA: 


Niechaj / rys.47 [g o m początkowe półożenin 
trzech punktów bryły mn he, £ ae ŁO, końcowa 


pożożemin , tych sa punktów, ar oczyw: iio 


A dy ALB. = AB 9 
pam 


—3- 3 
Przesumiemy bryłę mnterininą z początkowego po- 
łŁożeni A, B 4, Oj; mu- 
ruchem postępowym 
Iiproato T inio -s 
wym .Wbaky 2: no~ 
A U t 

we położenie M 1 LT, 
cby np. punkt AJ. stat się 
zgodnym z punktem A kie 
ły w położeniu końoŚwym 
ay ona > 

E 
1 a wy Nm a 


suną się wzdłuż prostych 

AAt BL E i 010',; w po- 
a t t AD 

łożenin a DB 1 10 1 Z 


prze- 


PAGAN - przedniego  — fu wiemy,że 
Rys.47. no zasadzie twierdzenia 
d'A la mbert-Fuler'n,możemy obrócić brytę mterialną dociko- 


łn pewnej osi 00', przechodzącej przez nieruchomy punkt 
iL /A /,o tnki kąt ,nżeby dw punktyB', i Ct, zejęły 
położenit B, i C M Wypełniając to przesunięcia dbrotowo 


dookoła pew -7 osi 00t „przeprowiizimy baca w po 
A RZE i Go Gwb,d-0. 


Ruch a moterinłnej,składający się z ruchu obro- 
tow ego dookoła pewnej osi i ruchu postępowego w kierun- 
ku tej osi mzywmy rnmnekmóru bowym .0ś cbro- 
tu w tym wypadku nizywnmyosdiąruchu śrubo - 
wego czyliosdlę obrotu ipostgepu 
Przykłodem tnkiego ruchu jest powszechnie znany ruch gwin- 
tu śrubowego w jego nieruchomym naśrubku,niko odwrotnie 
rush mśrubkn nt nierushomym gwincie śrubowym. Udowodnimy 
mistępujące twierdzenie M o ż z i! ego „dotyczące ruchu 
śr. bowego. ` 


Twierdzenie „Możzi'ego. Wogólaujkh wypadku 
rmobBu bryły tater ia lre J Krede jej 
pełożsnie może byg 6trzymwae. 4 
Ja kleng orko ow Lek innego je | poro- 
zenia et potoa prre sunie g Iin Tu= 
chem śrubowym àåocookłz pewnej osi 
ruekhku srubdbaweg o. 


Musfuy dowiesé,że ruch postępowy v kierunku prostej 
A A / Rys: 47/1 ruch obrotowy dookołr osi 00' mogą być za e ~ 


tępione ruchem śrubowym dookoła pewnej osi śrubowej, 
W tym celu rozłożymy ruch postępowy w kierunku prostej 
A A, m dwa ruchy postępowe ,mionowisie : ruch postępowy 


Ji 

w kierumku prostej A równoległe j do osi 00! i na ruch 
postępowy w kierunku Rod M „prostopadłej do tejże osifdi) 
jest rzeczą oczywisitą,że ruch Zw dookoła osi 00! i 
ruch postępowy w kierunku nA, „prostopadłym do tej csi,twom ` 
rzą ra zem ruch płaski ,mienowioie ruch rówoległy do płaszm 
czyzmy,prostopedłej doosi 00! . Z $3tego rondzinłu ne. zasa- 
„dzie twierdzonin Bermoulli-Chnsles'n wiemy,że płaskie przew 
sumięcie bryły materialnej znwsze możemy zamienić przesu- . 
mięciem obrotowym dookoła pewnej osi ,prostopadłej do płaszm 
czyzmy ruchu płaskiego.W obecnym więc wypadku ruch rów ne = 
legły dc płaszczyzny prostopadłej do osi 00! możemy zemie- 
nić ruchem obrotowym dookoła pewnej osi LL', równoległej . 

do osi 00! „dy dołączymy do. tego ruchu ŚDźokoreć ruch pós-- 
tępowy w kierunku prostej Aa, równoległej do LL', wtedy 

w edług definicji, otrzymamy . MASĄ | śrubowy, przy czym prosta 
LL! + osią tego ruchu śrubowego. 


Bs kr żdego A wewn możemy z łatwością stwo 
z rzyć odpowiednią linię 
śrubową; weźmiemy wale. 
obrotowy,oś którego jeat 
prostą LE’, promień 
którego jost równy jeđ- 
ności długości f rys.46/ . 
Oznaczymy przez 8 kąt, 
wyrażony w mierze łu= 
kowej, jaki bryła matar- 
rizlna obróciła się dom 
okoła osi śrubowej 0- 
brotu LL'.Nawińmy no 
waląc trójkąt prostom 
kątmy /BC,kąt którego 
BA © określa się 2 rów- 
moni tx > 


Boży S 
> Ę 
h paeme AG m ape ime tinge pip te mge a dipa a AN A Ga aae wae 3 
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- wtedy przociwprosto.= 

- kotna AC po nawinięciu 
Rys.48, się na walce utworży 
m. mim szuka ną linię śrybową. 
Twierdzenie Możzi!ego pozostaje słusznem i wtody,gdy przesu- 
mięcie bryły materialnej będzie nieskończenie małe. 
Ruch więc bryły materinlnoj w ogólnym wypadku możemy U waw 


—75— 
63a. ko sram ke e s29 reru kolos 
nych ruchów śrubowy © h „przy czym OŚ śru- 
bow. obrotu ciągle zmienia swe położenie w przestzzeni 1 
wew nątrz bryły m teriolnej.Tę Oś rozywmiy chwilową 
osiąruchu śrubowe6£.0o 4czydi chwit os 
w e osią obrotu i po s tę p'u.podczas ru- 
chu bryły „oś ta zakreśla dwie liniowe powierzchnie: jed- 
ną w przestrzeni „a drugą wewnatrz samej bryły ruchome j, 
te powierzchnie liniowe nazywamy odpowiednio n ie ru ~ 
chomairuchomg powierzchnią chwile 
lowych as -ruche Srubo weoszó: 
Przykładem nieruchomej i ruchomej powierzchni chwi- 
lowych osi ruchu śrubowego moga być dwie jednopowłokowe 
hipetpolojdy.W knżdym momencie czńsu t obie hiperpolojdy 
posindają oczywiście wspólną tworzącą,które jest włąśnie 
ad, ową osią ruchu śrubowego dlo zozpatrywanego momentu 
asu t;oprócz tego ta tworząca,jest kierunkiem ruchu pos 
e w tym momencie t.Zntym podczas ruchu bryły;ruchoma 
pow,ierzchnin chwilowych osi ruchu śrubowego i zarazem prze- 
suw się postępowo wzdłuż wspólnej tworzącej. 
Zon da my obecnie ruch śrubowy a nn 1 jibtycmzń io, 
W tym celu weźmiemy dwa 
układy osi współrzędnych: 
ć Jeden układ nieruchomy 
| : w przestrzeni OXYZ,a dm 
gi ruchomy O'$ Ẹ $ , 
ale niezmiennie zwi zony 
z bryłą materialną / rys. 
19,/Położenie bryły ma 
„rinlnej będzie okreś- 
lone ,gdy będziemy znali 
położenie punktu 0' /Xg 
pa uA zwanego zwykle 
-ah iegune mn 1 kie- 


a Rn p Re osi współrzędnych 
p JE ; +0! Ę ABU Y „O! t 
wa lak osi O! X' Y! Z! 


twin ich równoległych. 
Te kierunki określimy ak 
- samo , jak w § poprzed- 
RYS. NE - nim, mianowicie za z 
ca k'łów gulertad i 11W. 
Zatym ruch bryły ma ter ialne j w oran ogólnym e. 
ślają sześć wielkości Í 
Ko , e , Zo + 5 , o Si W, 
a więc skończone równania ruchu będe: | 
3 + 4/%/, vy Tyt „mo- 23/8/ 


oaza / ALE owa Z 

Szczególne yv Aki cuelu buyty m ie |*lnej ;,.ykotone v jj bet 

. legorón"sd ru mor cmr vozm b y gG >. szos wypedki Bł m 
chu „przedstawionego zapomocą równań /6 


W. same j Eee) dla ruchu śm będziemy mieli: 
8/t/ =0, PLY =0f/tY=0* 
dla ruchu obro towego Pono osi senat o. 
osi OZ: 
£/Y =0, £/% B,I/W = 0/R 0,P/Y EA 


ala płaakiegć r ruchu Bok gle np. do nieruchomej i ada 


"ny XOT : 
ASY © LODY s 0, Y Z = 0} 


ala Tuohu cobro towego Mkoa nierushonegó punieżusnp punike tudi, 
P/P a0, CY 20. fa 
Wzory wyra ża jące związek pontotay współrządzieni 
MEWA x nieruchomemi i ruchomemi są: 


X =X, +a% +b] +e 


y Yo KZ a 


il 


5-5. + ZĘ + DĄ + 0.]; 
lers wyra ża. ja odwrotną zależność, t.j, wyrażające 
ruchome w © ae j: UE 5 Pe odpowiednie nieruchorre. 
sR P 


a 2 ky e. „e seese /63/ 
j-0/ 22 x/ + c y- y+ ma af 


Fliminując z równań /62/ czas t,który jest zawarty w 

fumkc jach x DARA a „otrzymany dwa równania po- 
 międz zy £ zpierróktania araja $ o z punk tuM 
(2, NY bryły materialnej ,zakreślony w prze strzeni poda 
czas ruchu bryły.Podobmie z równań /63/ ,po wee CZE +4 
su t;,znajdziemy dwa rówiania pomiędzy ©, e + „wyrażające 
` ter, zakres lony przez nieruchomy punkt / z w 04 
mi wew nątrz same j bryzy. 

AWK, Różniozkując wzory 7 62% „zna jdziemy restada na rzuty 
predrośoi śm Eryt / bryły: 
$ 4 CSS APR Cz sx <a 4: NEŃ PaA + +o 


y cos E ye! = v + aLE+ bz i n + altarman S5% 
v cos /v;,ż/ z, + mię b h +) 


il 


1l 
W 
U 


| M 
rzy © 
przy czym a e da, , 
X Ea PTE 1 = Ltd. 

> Te wzory pozwalają nam obliczyć wiekkość i kierunek 
prędkości v dowolnego punktu M bryły; pierwsza wyrazy we 
wzor”ch /64/ „mianowicie YA L zy sẹ% oczywiście rzutami 

na nieruchome osie prędkośc? bieęwune ©! X sy, sz/ 


pozosta łe trójmiany wyrażają rzuty na te same osie prędm. 
kości punktu w /ż, po / którą ten punkt posiadałby;,gdy— 
by biegun O' był miełuchomym, a bryła materialna obracała 
się dookoła niego, 


_. Więc wzory /64/ stwierdzają,że prędkość punktu M 
JET m , 3 / bryły materialnej w ogólnym wypadkiu ruchu 
jest sumą geometryczną prędkości v 


v bieguna | prędkości vw 0%rOovu 
Gq okoła tego blegunsayt.j. 
BA AE $ 


W staw imy we wzory /64/ wyrażenia /64/ naa 
wtedy oozywiście otrzymamy wzory,podobne do wzorów /54/ ` 
poprzedniego 34: 

v cos 7 VX 1 

v cos /v,Y 

v cos [v,Z / 


ik A M 
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72-27 
e 4 fg  £ = / zee 
przy czym P,0 i R wyrażaje się wzorami /5% 84. 
Prędkość kątową w obrotu dookoła osi chwilowej co do 
wielkości i kierunku obliceyma ze wzoru: 


w -|e7 +0 RZ 


B ` PUE PE) 
aots sa f a e Dak cogis 24 / Tudo c" 
je”. 66 + R2 VP +Q ER 


cos [i ,Z A BEI Aa 
: (r? + QRS 
Korzystając z tego,iż prędkość punktu M bryły material- 
nej w ogólnym wypadku ruchu jest sumą geometryczną prędkośk 
bieguna O! i prędkości obrotu dookoła tego bieguna „możemy 
z łatwościę wyrazić tę prędkość .Niach O' /rys.50 jest bie- 
gun, v, — jego prędkość, (W -prędkość kątowa obrotu dokoła 
chwilowej osi 0'0,Przeprowadzimy z nunktu M odcinek Ma geo- 


me trycznie równy v, ;opuśćmy prost adłą Me na oś O'0,wtedy: 


-18 -. 
v„.=MC. s > 


cdłożymy: GŁugóść równą v. wz łuż: 0 a | 
do płaszczyzny, przec chodmce j przez oś 0'0 i przez rozpatny, 

w any pariki M v taką stronę ,Aby patrzący mając prędkość ką- . 
tową (© przechodzącą od nóg ku growie,wiđziat tenodainek, skie- 
rowamy od „strony lewej ku praw j Otr symeiy w taki sposób: wek= 


mę 


Rys.50, 
b dookoła osi OZ w taki sposób,iż ma;krótsza od- 
dee z W początkowym Mom 


kątowa, = 
ległoś ć pomiędzy mimi jest stale 
memcie czasu t = O oś 0'4 leży na 
pła szczyznie X,0,Z. i 

Row nania ruchu są: 


x, =å cos btsy, = A sin bDt,z_ = 0y 
o Ma 

B= const= © fo at = a 4 bt. 
Skąd wynika ,ż6 ę 

P =a sin 8,208 bt 

Q = 2a sim. 8, sin bt, 

R = a cos 89 $ "9. ; = 
i prędkość wim: A posiada wiat” 
X ość stałą: WL 
= No R cca a, 
M) AORT] oka, wit 

? ANEC fix k | 


Z E E PE, 
ł rk MAT 
AMANO 


U 


tor,będziće przedstawiał prędu 


kość obrotową v, punktu M, 


Budując na v iv równo 
isgłŁODOX; etrZzymamy pręd— 
kość v punktu M,jako przęm 
kątną tego równoległoboku. 
Przykra dBry- 


ła materialna obraca się 


jednostajnie z prędkośm 

cią kątową tw ia dookoła 0- 
si 0t nieleżącej w jednej 
płaszczyznie z osią nieru- 


' 'ehomą 02/rys.51/gpznaczymy 


na jkrótszą odległość po—. , 
między temi osiami przez 
4.0: O!4 obrasca się jed- 
nos.a-jniez prędkości% 


= j9- 


do R AGA SAECO CZAR 


Ss kradaniece i Zka danie  muc dów 
PUMA MU isbmoyz y me ue ma estlene |, 


W e wstępie do Mechaniki teoretyczne j,dowiedzieliś- 
my się,że ruch punktu materialnego jest zjawiskiem wzglę- 
- drrym,za leżnym od wyboru układu odnie sienia „względem któ- 
rego określamy położenie punktu ruchomego.w tym rozdzia- 
le będiemy zozpatrywać ruch punktu M względem pewnego ukxa- 
äu cdniesienia /3/ „uważając jako znanę 


> 1/ «ruch tego pz ta M względem drugiego układu od- 
 miesienia R I atka J r wa” | 
aE 2/ ruch 50 arag Za względem układu A. pL Pt CA eha 


Przyjęto nazywać tuch punktu M względom układu /8/ Ę 
rmwóchom bezwzagałlędemn ruck tegóż punktu 008 
względem ukłasu /A/ -rughem względnym, 

a ruch ukła du /A/ SAR ukta: /B/- ruchoe mou- 
m0 s20n La 


Możemy wtedy powiodzióć „że bezwzględny 1uch punktu 
sk+4 ada s i çi z ruchu wzelędnego i ruchu unosze- 
nią.Oprócz tych nazw będziemy używać jeszcze innych ,mie— 
mow icie;bkędwiewy nazywać ruch bezwzględny ruchem z 4 0 
> 0 my r. ,a ruchy względny i moszenia -ruchani skła 
A omy Re LI 


W każdyy. rorencie czasu punkt M,jak wogóle punkty 
układu odniosier ie /A / „posiadają pewne prędkości i przyw /2/ 
spieszenia;punkt M posiada prędkości i przyspieszenia w ` 
ruchu tozwzględnyr. i ruchu względnym.zZaty. w każdym mo- 
mencio czasu rożeny rozpatrywać następujące wiolkości: 


17 prędkość i przyspieszenie punktu M w ruchu bez 
względny. joznyczyrty tę wielkość przez ME W i będiery 
jo ma zywali odpowiednio b c zwzeęg l ie n4pmę:de 
kowwajd gi bozwzględnyn preys iei 
szomien punktu: re 


2/ Ro i przyspicszenio .. M w jego ruchu 


w zględny” „tc wiolkości „które bęđzicny nazywaii wzgl. 
ona osa a PTZLY "vy - 
8.B o S6ozicea IB) , ,ommaczycy przez v, i w; | 


3/ prędkość i przyspieszenie w ruchu unoszenia tego 
punk tu układu odnie slonia /M .r kióć. w meznatry any 
jo oneie czasu jest zgodny damy pe- Myte wielkości tos y 
dziońy nanywali prędkośelą i przew i © Sm ou, 
-sn  Um0O szenia ,omaczymy Jo przog LJ w. 


ZER 
EG my 
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4. ZA 
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> BUWAĘ JPY 42G Ng” iw należę. rzoczywistości pia > 
, 20 punkty Mykeg ap żeca Paki, OCZNE W niedo 
bhwili > Jos tt zgodny Z gonpa te ywapy: punkżer M... a AŃ 
S kË aid ah 4 rw PUB hó w spędziony bas 
wyznaczonie R ruchu punktu /*%.f.wieikości 
v i w / „mając ruchy względny i unoszenia;zadanie odwrot 
nć-okreś lonie ruchów względnego i unoszenia / tsj., wiele ` 
kości 7,,w,;V, 1 w, / według dantgo ruchu bezwzględnego 
R]. danych wí w, > 7 mzywaąć rozkładae=' . 
miaon ruch ; : 


Jost rzocgą nożliwą,żó układ odn'asienia /B wykonyve. i 
powiem ruch względorn układu imogo /G ;a układ c/ wzgię= . 
dom układu /D/ i.t.d.Wtody ruokem bezwzględnym runktu M 
nazywany jogo ruch względom ostałtmiego układu odniosic- 

mia „zaś ruchy układów odmiesienia nazywany ruchani uno- 
rzenia piorwszyn,drugim i.t.d.łiatwo zrozunieć,co nazywany 

w wypa äku kilku ruchów unoszonia składaniort i zozkładam 
nien ruchów, 


Don 


Frzođewszystkion rozpatrzymy wyznaczenie RA 
bezw zględnoj wodłyg danych prędkości względnej > Una Ze- 


; : niechaj w pierwszym no- 
żę, SĘ ' nencie czasu t,ruchony 
AR punkt zajmuje położonie 
M,a S'5 będzio względu 

toron togo eT 
Ród f być: 5Y yta krzywa 8" S 
Jost nieznieńnio spoza * 
czóna b układoń odńi- 
sionia A. 
Przypuśćny,że WM! 
jest torem ruchu uno- 
szenia,t.j.torem ruchu 
tego punktu układu /4/ 
który jest źgodny w no- 
monoie czasu t z danyr: 
pwi ton M. 
! W ciągu rkresu czasu 
 Rys.52.. t punkt M w ruchu boze 
względnym zakroślił łuk 
krzywej MM RENAR ruchu względnym łuk krzywoj SS';,a w ruchu .uhor 
szemia łuk krzywej MM? „Cznaczałąc przez Wy i V. średnie 
prędkości. punktu M w okregie czasu Åt w ruchu beźwzgi%anyr., 
wzgl cdnyt i mószemia hędziery niclir: ; 


Bla 
som a a 
M' M MM 
Ww ao A. a ATO 
„onieważ prze >, do granńicy,więc przyjńiony 
; No” miSa S er 
; MiM M "A j 
Ys moa A ŻA waza da ESR 
A. AR e 
Przedstawydjąc te Średnie prędkości za ponocą wektorów 
otrzynany: < 


v Ba M,Y=M, y = M a | aka och 
3 wzoru /1/ wynika ¿że 
v y. 
-Hi = Doon a> 3 
M! M. MM MI! 


oprócz. tego eżżeiwy M! M. „M i MM! tworzą trójkąt MMM 
w ięcw ektory V , Vp? V musz tworzyć trójkąt podobny à 
Á MM 'M. „dnnyrii słowy łłoząc punkty N! i N, otrzymamy od— 
cimek NHE M'N „a dla tego czworobok M'N NN! jest. rów- 
1 : 
. molegrobokien, 


Przojdény do granicy,robiąc Á t> Ożwtedy Y , V. sta- 
| ną się równerii Vi aY 
i będą skierowanć wza 
stycznych do toru wzgęlę. — 
dncgo,bozwzgł ęd ego i u- 
noszenią rys.5% .Ponie 
waż V pV V. tworzą ttójm 
xątswięc 5 W s sV TM 
az. szą toń "gorzyć trófczt 
sę | Mbu taki,że Wb% Mu,dla— 
5 t — toge toż eżworobok Mwbu 
— jest równolcegłobokiem. 


cz* 


p ary Więc w każdym menencio 
A semi 1. | czasu t bezwzględna pręd— 
SK | M >= kość punktu jest georo— 


tryeznie równą przekąt- 
nej równologłoboku,zbu— 
dowanego na prędkościach 
s + względnej i unoszenia to- 
Rys.53. go rmkiu..czyLi pr è 8- 
Co Yoa rm ehu ZO e> 
eeo Jest ee ore tri erna sung pr euw 
osei rmohów pkwoto ny G; bj. 


pe 1 
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Jeżeli układ /B/ porusza się względenjakiegokolwiek imo= 
go ukła du odmiesienia /C/ „wtedy otrzymam. przed chwilą prý- 
kość v, będzie drugą z rzędu wzelędną prędkością. Prędkość 


wizhu bezwzględnego Yo) będzie: 


mW 


„czyli 


1 WA Va A Vaz * ; 
Gdy więc namy dówolną liczbę ruchów składowych ,wtedy ; 
prędkości tych ruchów składany według prawą równoległoboku —— ` 
rów noległościanu lub wieloboku prędkości, 


Przypuśćnmy,że w ruchu wzęł ędnym w stosunku do układu „ , 
cómiosienia /A / qunkt M porusza się wzdłuż toru S'S rysie 
1 w nonencie czasu t za jnuje położenie M. i 


Na stępnie wycbraźny sobie,iż układ /4/ wraz z toron S'S. 


yJ’ 


o w Rya 54 
posia da p o s t ęp o wy ruch unoszenia wzelędom układu 
pdniesienia /B/ i że tor określony podezas tego ruchu uno 


ko | 


ié 


JE sę A Bl 

Awi przew Aon punkt układu /A / ,z którym jest zgodny w 

danyr. nomoncio czasu t rozpatrywany punkt M, jost krzywą © > 
niech wreszcie teren ruchu R aś danego punktu M 


Jest krzywa MM. 


W ciągu przyrostu czasu Å t punkt M zakreślił Łuk NM; 
toru bozw zględnego,łuk MM! toru unoszenia i łuk M'M, toru 
względmego,Prędkość bozwzględna „względna i unoszenia w ohwi- 
li t ,są v;v,,l w» | 


Na zasadzie poprzedniego v jest przekątną równoległo— 

ku MV! NN" zbudowanego na T al Ni jako na bokach. 

Ponioważ ruch umoszenia jest ruchem postępowym,więc po 
upływie cza su č t, ah w momencio t +/yt, względny tor 8'8 
zn jnie położenie S'S- „równoległe do poprzedniego.Oprócz te- 
gc z postępowego BE ca ruchu unoszenia wynika ,że prędko soi 
w szystkich punktów układu /4/ są goonotrycznie jednakowo; p —- 
żeli więc prędkcść ruchu postęp'weg' punktu M! jest (ASA: =" 


M'F',w tedy prędkrść uncszenia punktu M. jost 
/9/, =M M) =M'E'. 
zma cz-jąc przez /v a 1a wyględną i bezwzględe 
ną pumk su M w nonencjie czasu t FA A t będziemy nieli „że /* 1, 
Jost przekątną. rórmologłoboku jaki a na Ti fa 


afr. 


Zbudu jerty wektory 
Mi wn m owe ole No Jk 
M A =MN',, ME = MN. , ME = MN"; M*'K', 


wtedy będźierry nieli następujące gecnetryczne przy 
rosty prędkości 


AUM — N'A ? A% = RB, JAT = N"K. 
Skad zna jdujeny średnio przyspi. szenie MDL w OKTO- 
sie czasu t: 

Ww = pI SE a = 7 a sz mei -— etene © 
x A +t a | Ą t 

ka żemy,ża t gerne ryc zmą SUNĄ me 

y- Ys A RE A PNA 
W tym .ecln przeprowadziny z N" prostą N'Q,równą i- 
rów zoległą do MA , punkt © połączymy prostyni GA i 


Gö z punk tani. ROB oo 


RE - 
Warunek N'O- | MA modaje ,że MA CN" jest rówmclogłcbo= 
kiem,a stad. ika,że ACH of". 
Ale WN": "NUN, wiec KE N'N i dlatego AN'NG jest 
też rówmeległ "bokdor: ,w którym rusi być AN! er NO tij. 
| w m 
Podobnież budujeny,N"Cze"MA ,a ponieważ ozworobok 


MA BK jest równoległcbokien, równym do MN NN", to 


MAE KB, skąd wynika , iż n'ci KB ,innymi słowy KN"CB 
Jest równelogłch-kion: i dla tegn xa a 


A k 


f a AN = GB . 
„ Wiąziny za tym, że boki trójkąta we SĄ am mam. 
w vt y Yi 
przy esy bck NB jest zanykającą linii Zanane utworze 
nej przez dwa "boki pozostało „więc: 


12 = Åv, L wa SAW ACE 


Z wzoru / 4 wynika ,że 


A % À Yw A 
więc Ww, r Woaw. rmszą tworzyć trójkąt Kd Ghy do trój- 
kęta mob ;ychiorażłać kierunki W” w 8% zgodne z 
Ya ab mg 
kiorunitani przyrostów A Di 4 A ae będziony 
nieli: A 
W = W + Wa 
W granicy gdy. As. uwaa ostatecznie o trzymany: 


Wys Wy * wą adidas awi AGA W aś Go ziŻO/ w 
Przyspieszenie b e zwzględnego ruchu 
punktu jest geonetryezną sunk 
przyspieszeń ruchów względnego 
1 unoszenia gdy ruch unoszenia 
Jost postępowy | 


Jest rzeczą oczywistą, że nożeny uogólnić udowodnione 
twierdzenie w wypadkn tATu przyspleszeń, mianowicie 
sau nak aby bezwzględnego 
le: żonego/ ruchu punktu jest 
ee 2. sung przyspiesze- 


B5 
Ru wóęlrędnegcgo i przys- 
ú ruchów unoszenia „Jk Q- 
ko wszys tworcy" "un — 


om 
Q 


<a H cr u 
Łoj NH 
©HOE g 


Sa n r u o ha nl pośstępow 

M prz SD 1.0.58 .2Z.8A 18 składany 
ed due,,prawa wieloboku pra 
ieszeń, 


© No He He 


j 


dd za Noa Hid g 
ck O 


Rozkładłmiom danej prędkości lub danego przysriesze = 
nia punktu na kilka prędkości lub przyspieszeń nazywany -~ 
określenie takich ruchów względnego i unoszeń „podczas któ- 
rych prędkość lub przyspieszenie -ruchu bezwzelędnego posia- 
dałyby dane wielkości i kiommki,Ponieważ dany wektor nmo- 
żeriy uważać jako zamykającą mieskończenie wielu linii ła- 
namych ,więc rozkładanie danej prędkości,łub danegó przys 
picszenmia pumktu jest zadaniem niskroślonyrt,.iby zadanie 
stało się określone „nusiriy podać 1. ść składowych i pew- 
ne warunki „dotyczące samych składa nych np. wielkości i 
kierunki miektórych z pośród mich. 


Vdowodnimy teraz twierdzenie 0 o r io I i s'a o 
składamiu przyspieszeń punktu w wypadku ogólnym,niano- 
wicie, gdy ruch umoszenia jest d40wol- 
ny, * 

W tym celu wprowadziny kinematyczne pojęcie O d ə = 
wia ce j i.,ffpobraźny sobie,że punkt M zakreśla tor 8!8 
rys.5%/ pod wpływem działania pewnej siły poruszającej. 
Gdy w monencic czasu t siła .przestałaby działać ,a punkt 
M w tej chwili posiadał prędkość bezwzględną v, wtedy w 
ciągu następującego okresu czasu At punkt M na zasadzie 
prawa bezwładności / patrz STatyka,rozódział TY zakrośliże 
by proatoliniowy oscinek w kierunku stycznej 


ML = Ve Å t. 
Fonieważ w rzeczywistości siła poruszająca punkt M nię 
przestaje działać, więc w ciągu czasu /\ t punkt M przej- 
dzie nie w położemie lę,lecz w położenie M, na krzywój SS 
Zatı dzoałanio siły na rvchony wmi si w eiągu czasu 4 t 
charakteryzuje się pewny:i wek sorer 


wektor ten nazywany de wiae j a. 


twierdzenie, aewdiaeja osiada gie. 
ruaek zome owy m kde vr umk kal Be Ze 
w zglęśnego przyspieszenia w i 
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zeat rovnigadaradrzro zakre iion 
Neron egas At przoz punkt 
Taro ye BIS. uoan jedno s-, 
prwyspileęeszomyn oprzy s- 
Tu Wwa. 


Równania ruchu. 


punktu sẹ: | s. 
zat (ZE gey ya sH. 
Ponieważ położenia 
punktu M i M, odpo- 
wiadają nononton cza— 
su tit dt e 

ont = xY s 
a OM" =X+/N x=i/ UAY 
, Oczywiście rzut IN= d A 
-X na oś OX jest 


‘å = m'ni. —Moer ; 
xX L ? 


Da b eeaeee aea aan 
p 


ale min! = Omt, = Om'= 
; m 1 
ję 4 $ A PZA WA JEA T 
Rys.55. mte! = v. Atoy vI = 


Ta 
Test - EP ZJĄCHM PORA YA 


Przedstaw Die Sy w zy szeregu T a % lora +4 
Sys ady „TY s Ep py a E LEP PJ 4a 


2! 
i w stawiając wY, A 6 ya 


a, LAX yw SY LAB +0 


Temijając we pom mają a rugiego,jak > nie skończenb 
made względem wyrazu pierwszęgo ,o trzymany: 


sA "/%7 = PLTA P 


„A nalegioznio znajdzieńy: 


a +/ 2 Q A e 
d e | n [Y a + u 


wiege 


y | isa 7 
d = Ć: ye? "/ 4/ i 4 2 z" 


4 


). 


8T- 
Skąd na zasadzie wzorów / 2% rozdziału V mamy: 
a= LAYE ( x"? y"? + z"2) = LAY, Y: We a A 
2 i l 2 


i 
> Gos /8,3/ -Re - aiaee cog W,X/ 


ae ZA” TEETE A zi 
y x" 2 z" 24, g"2 A ; 


wW 


eea ża SEK 
aaa b u 2: Sas A Ś0g/W „VW "1+v-: 34 


i f ' FAN 
cos JE A. == = PA EAEG REE E Aa (| cos w,Z £ 
erip en o. 
D W. i x T; 
He wzorów LX. widzimy,żć kierunek dewiacji d jest 


"a wzór /0 stwierdza,że d jest droga zakreśloną przez 


punkt poruszający się ruchem jednostajnie przyspiesze- - 


nym z przyspieszeniem w; w ciągu czasu it.  ©.b.d.0. 


Rozpatrzmy teraz przyspieszenie punktu w wypadku 
gdy ruch wmoszenia jest dowolny: 


„Względny ruch punktu M odbywa się wzdłuż toru 8'8 
/rys.56/ ;prędkość tego ruchu jest To i 


jest Yo ; 


Jako wynik tych dwóch ruchów otrzymujemy ruch boz- 


„W zględny wzdłuż toru MU. ;prędkość tego ruchu jost w. 


q W momencie czasu t, punkt ruchomy zajmuje poróżenie * 


M i posiada względną prędkość vP? upływie tego czaBu 
At ten punkt przesinie się ruchem względnym i zajmie 


na torzeS 'S nowe położenie L.Zbućwjemy wektor MN'=V, Ab 


wtedy wektor N'L będzie dewiacją 1 chu względnego .Podub- i 


nioż zbudujemy wektor MN" = V „At i dewiację N"M'» yuchu 
unoszenia „Te ome tryczna suma. wektorów MY' i u" daje nam 
"uektor M= vy „At, albowiem geometryczna suma Vy + 
Vy = % Otrzymuje się z rówo.egłobokua MF.NN' '.ponieważ | 


w ciagu czasu dt z powodu ruchu unoszenia tor S'B zajmie 
pewne nołażenie S', Sj, więc punkt D zajmie nowe pełeże- 


nie M, „będące jednóczdśnie nowym położeniem punktu M. w Jom 


-88- | 
go ruchu bezwzględnym wzdłuż toru M M..Łącząc koniec Nwe- 


tora MN= v A wz 


punk tem M a trzymamy 
byr: 
Z my dewiację NM ruchu 


(> "be zwzgł ędnego.Wektrer 
M 'N prz odstawia poto- 


żenie wektora MN' po 

upływie ezasu ZN. 
Zbudujęemy wektor M'N! 
geometrycznie równy 

.wektołowi MN' i połąm 
czymy ża pomocą pros- 
tych punk ty NN Mjo My 


n Wtedy będ cza mieli; 

NN! „ANN, aN M M ..../107 
do zwykle è 
przez wW t wo Preys 


spigszenia ruchów bez- 
i względnego, unaszenia 
a i względnego na Za- 
> 56. (* wy wadzie wzory /8 - bęm 
R. pioli /rys. - A: : A 
a RA” -= : 


EE o Saan > sb Be 
j 1Nf = N'M! & T (RI W, 540000000 0000 /11 A 


Następnie ponieważ wektor N. T, jest nowgm we AK 


tora r A ŻAR AE 5 25 


N'L = W, s 3 
e jego war tość Tenba. „jęst zima ano dr 
„ik A W 
2 w 


mA Sika w granicy do zera „wtedy krzywe stas 1 S'S 


JE wektory RM. 1. FL ; też zdążają do siebie „zatym w grani - 


cy wrie Ny w pogiada nie tylko war tość liczebną „lesz i 


rów | 
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kierunek zgodny z dewiacją ruchu względnego, t. Jeż 4 


LA WE R. W, er” 


Pozostaje nam jeszcze e składowy wektor. UL 
geometrycznej sumy wzoru /10 /.Ten wektor jest. RS A 
łuku koła zakreślonego.przez koniec N!., wektora M'N: 
ciągu czasu ZA t: podazas obrotu krzywej dus dookoła polna; 
osi chwilowego obrotu O'0!'' „przechodzącej przez punkt Wie 
albówiem ruch unoszenia przypuśsć zamy , jako nie E ! 
Opuśc imy.z końców I LN, tego ei ka, na chwiw 
lowa oś O'0'' „Te prýs topidze prze w pewnym munkate 
C tej osi Q'om i sa. kąt obrotu. |. Gdy. ŚW 
zdąża do zera wtedy kąt ten maleje DE ET i łuk 
N'M nieskończenie mało różni się od ońęciwy N'N, .0OZna- 
cza jąc przez iv prędkość kątową.obro tu dookoła si chwe 

Lowj Q'0" PE a i 
= Á ta u „OR! 
Jeżeli oe Kat o = N* NI O" utwożńsony - 

kierukan aa y al chwilowej 3 a ,wtady aaa 


dziemy 
ON =M'N', „sin = = W, At.sin a > 

a W iec- N'N LTA ŁJĘ v 0 w GIRO + OE na DY 
Jest rzeczą oczywistą , że wektor N! „R jest jednocześnie 
prostopadły do osi chwilowego: obrotu Lod! i do prędkości 
+względnej V, innymi słowy wektor N'. „M jest prostopadły 
‘ao praozazyeny N' M'O, 

W stawiając te wyrażenia 38 |/ RR J Wa3 £ w LÓ Wev 


nanie /10 T ; 
o u 9 OTE EERE 
e o a r „aw 


skąd po wproszezoniu : 


na IW + 2 tw siny. w W aw BP. 
Gdy wzór A 14. e bow ae łamanej NA'N M » -WZÓT /15 A od- . 
powiada łamanej Moba podobhej do NN' R Przy czym popa 
wienie boki T łamanych są równoległe I nađto 
fa = sic = w p da=w,, i ch=ż0 v sind = w” 
Wektc” /16 PCE W7 eb = o» Y ANA nazywamy prajapksciAłóKiĆ 


a ziaolozen slaw" n  ABF 
oo aS „Mamy więc następujące: 


4 
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te i 

a twierósenie: B e ezwzględne przysp ios 
szenie jest geometryczna sumą 
trzech przyspieszeń :waględne- 
sor,urosexenla. i zwrotnego ,czyli 
sio. mama i Coriolisa « ; 


staję si O Ed 

7 W =D t,j, w wypadku za ruchu uno- 
azenia , innymi słowy ,gdy względny tor S'S stale po- 
zostaje do siebie równolegtyg /S'S (PZA 8,/. Ten wypa- 
dek rozpa trywal iśmy aa M więc,że: 


Mo = w, p Wa 2 a T7 


of «0 t.j. w wypaćku;gdy wzgię- 
aid, ruch nie Aa JEMY $ 


ERA s maa A E r I A e © e. e |. /18 / 
ibowion nóż i „= © pociąga za sobą , że wsO0iw 0, 


R „a> Y sins. = 0 boję c.9* 
rz) iniymi słowy w wypadku,gdy 
względna prędkość v, jest 
j równoległą do chwilowej osi 
obrotu toru względnego / S'Y, 
wteży: 
wew 4 1BŹ 


Wyprowadzimy teraz wyrażem 
nia rzutów przyspieszeńja Qo- 
riolis'a w na nieruchoma 
osie współrŻędnych kartegju- 
sza OXYZ /rys.57./ Punkt ru» 
chomy porusza się wzdłuż tom 
ru względnego S'S i w danym 
momencie ezasu t zajmuje po— 
łożenie M.Przeprowadzimy 
przez koniec NWN wektora Y 
płaszczyznę PP prostopadłą 
do chwilowej osi obrotu 040! 
przechodzącej przez dańe po 
łożenie M punktu suohomego» 
Ma a W Lemy sże' wektor w jest 

 Rys.57, p. prostopadłym do v “i do O'6' 
jednocześnie „dla tego więc . 


r Jest zawar te y płaszozyłnio FP i prostopadłe do pros 


J 


4 
) ŻOR 
tej CN,leżącej w tej płaszczyznie.Zatym ao. 
Coriolis'a w musi być styczne do obwodu koła,zakreśłono- 
go przez koniec N wektora %*'  podezas obrotu dookoła aa 
O'0'",Z prostokątnego twógtą ta m vne znajdujemy: 

NC = W.sinol = v esin X. , 

w tedy wzór /16/ daje mam,że . > 


jA Zin) „NC, 


Tloczyn w „NO jest wielkością prędkości liniowej pnnktu 
T PA obrotu dookoła osi 0'0" z prędkością kotow 4. 
;stąd wnioskujemy,iż przyspieszenie Cotiolis'a ua 
z, dwa razy większe od liniowej prędkości obrotowej 
pumktu N i jest skierowane zgodnie z tą prędkością,hla- 
tczo też rzuty wz na csie współrzędnych OXYZ,będą też 
dwa razy większe Cod rzutów na te same osie liniowej pręd- 
kości obrotu punktu M, 
Wyobraźmy sobie pomocniczy układ osi MX'Y'Z'róéwmołleg= 
łych do osi OXYZ;oczywiście rzuty dowolnego wektora na e 
osie są jednaknwe.FPomieważ zaś współrzędne punktu N wzęlęee 
dem osi MX'Y'Zt są równe rzutom nateosie wektora x MN, 
a rzuty liniowej prędkości obrotowej dookoła osi chwilo- 
wej wyrażają się wzorami Fuler'a /54/ $ 4 rozdziału VL, 
więc otrzymamy następujące wyrażenia na rzuty przyspie— 
szenia Coriclis'a na osie MX'Y'Z',a tym samym na csie Oxy? 


4 W =2/ "w zł - TR / | 
wo Se GEO aa 
w 0% F -v ace 


cz 
przy czym F,0 iR są rzutami he te same Osie zrędkości 
kątowej . 
2 poprzednich rozumowań wynika następujęce bardzo 
proste prawidło geometrycznego wyznaczonia przyspiesz6— 
nia zwrotnego Coriolis'a w: mianowicie rzutujemy wzelędu 
ną prędkość Y na płaszezyzną TP /rys.58/ „prostopadłą do 
osi chwilowego obrotu 9'0"+ otrzymamy wektor MA = VERA 


pomnożymy przez 2w znajdziemy nowy wektor Mh! = + 2u.% xti. 


Pomieważ wiemy;,że przyspieszenie WA jest prostopadłe do 
płaszczyzny zawierającej prędkość względną y 1 oś obrotę 
0'0" „więc obróćmy wektor fin w płaszczyznie TP o kęt 3 
prosty dookoła osi 0'0* w stronę obrotu,wtedy ony 
wektor Mn” = La 

Zagadnienie wzelędnegc ruchu punktu wysuwa dwa 
główne zadania: 

weąług danego ruchu unoszenia bryły i względnogo 

ruchu punktu względem tej osi wyznaczyć bezwzględny ruch 


02 
tego puik tu; 

? 2/ według dÉhezo ruchu unoszenia bryły i bezwzględne a 
go ruchupunktu wynaczyć względny ruch tego punktu wzęlę- 
dem bryły,W pierwszym zadaniu mamy Xoyog f s 8 1 

DAGA o: akcj CZA 
SU tymusimy znaleść wyraże 
nia bezwzględnych współrzę- 
dnych x, y, z, tego punktu 
a w zależności od t.Zadanie 


MIA to zozwiązują bezpośrednio 
wzory /6% $ 5 rozdziału VI , 
mianowicie: ; $ 


X=X o*ar 5 byi 4 04 tą 
y Wo 2 Że) +87 w asa Pi 
Z Z ot mE T +02 * 


NAN. ZIE 


W PORD drugim mamy 
ezof 0 1x, yz 
JS $unkoje czasu tęymusiny 
znaleźć zależności "aero arch 
wspórzędnychE ,( '0 tua 
Rys.58. su t.Rozwiązanio otrzymaja 
myz wzorów /63/ $ 5 rozdziału vb. 
W tym rozdziale wyprowadziliśmy geometrycznym sposobem 
za logności pomiędzy prędkościami 1 przyspieszeniami boz= 
W E inymi i względnymi.0tzrymaliśmy podstawowe wzory 4 y 
i /1Y.Te samă wyniki możemy otrzymać analitycznym sposo— 
a z wzorów /21/ Rzeczywiście ,różniczkując je względem 
czasu: t 1 bioręe pod uwagę,że w obecnym wypadku : EM 4 
m w serio (R kasa p. | 


4 4 7 
y' eh RE EE „ij t o a aż 
t ko Fi; i i 9: 
giez zi * oj Jt SE + Dy "ai 


Płoriesć eztety wyr zy tych. wzorów na“ podsta sie TÓW= 
ności /64/ 9-5 rozdziału VL są odpowiednio równe rzutom 
na osie nieruchome ” bozwzględno/ OXYZ prędkości tego 
punktu bryzy materialnoj : który w danej chwili t jast 
ZB: RCA z "punktem ruchomym 1 Zye /\zaty to. cztary wyra 


PERU 


BR pozosta ze. tezy wyrazy. Wzorów , / 22/ są onzywi, śolo rzutami 


EJ ser v Eea " e 8. / na osie nierucho" 


032 


SĘ Mae AOE a AA 
aj + bn) ra = veeo w „X / Tyi 
az! + BZ] * * > = V scos vt / SV 4 
K t i A . 
> 4 va] +4 Cz = vyeo Vw Z / = e ` * 
Więe wzory 2% możemy napisać w ten sposób: ~ 
t AZ SE u + Ywx ? A w 
Ti i 
By wT wy” i 
bz mt ww” 
Skąd w ymika,żo 2 025716 $ : s, 
(Y =V +v e,b.d.0. 
b u wW 


Podobnąoż różmiczkując równania /21/ Awa razy z rzę- 
du,przyjdziemy do wiosku,że bezwzgłędne przyspieszenie j 
jest gecme tryczną sumą trzech przyspieszań “` 

l ji eme — p h i 
"W EW ŁWy ; ii 
przy czym okaże sięyże > Ę 


W rx” w, / cos w/s 2/aj T +d ". ot Te / 

węy = 2/as$" + bs ty esap f 

(0 Aa 2. 
Forówmjąc otrzymane wzory z wzorami /50/11 /54f $ 4 rese 

dzia łu Vl,widzimy żeprzyspieszenie w 
jest geometrycznio ówne pof- 

rotowe j 


r 

Jone j . pe ęd.k o śe: 0% 
go punktu bryły materiai=- 
53 ,któwęgo promień wodzęęcy 
z zony z bftogura 0! 
s etrycznie równy wz glęe 
e kości 


tą 


tg 


rowa 
geom 
| prea v,.Stąd wynika+że przys 
pioszonie w , jest w łŁaśnie przyspioszeniem zwrotnym czym 
lí Coriclis'a, i 

Rozpatrzmy kilka najprostszych wypadkó% składania 
ruchów: 


L.,SkłŁadanie ruchów postępowy ch. 


Bryła wykomujc dwa ruchy postępowe ruch względny z pręd- 
kością Ya i ruch unoszenta g prędkością Y .Wyznaczymy 
bezw zględny ruch tej bryły,innymi stowy Pnajdziemy ruch 
złożony.Podezas ruchu względnego wszystkie punkty bryły 
rosiadają gecmetrycznio równe prędkości v a podczas ru 
chu unoszenia też goometrycznie równe płlędkości rys y 
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Gbiorzomy Ava downinc punkty tej bryty;bezwzględw 
nó m tych punktów së 
goome trycznymi sumami pręd- 
Kości względnej i unoszeniaę 
które dla wszystkich punktów 
są jednakowe ,więc ich goome- 
tryczne sumy też są jednako». 
wo. ‘tym bezwzględne, prędkoś— 
ci a.óch dowolnych punktów 
bryły mają jednakowe wielkośm 
ci i kierunki.Stąd wynika, 


bezwzględny ea 
wry.ły  z%ożwony 
dwóch > mak 
wych ruchów sk ł-a- 
dowych /wzęelęd ne 
bo 1 MHoazenia/ 
Jó's8:6 ruchem p os- 
tępowym przy czym 
Sn naa be go -rus 
chu/bezwzględn 
Rys,59. Raye oC 
Za pómocą przekątnej równole»- 
głoboku zbudowanego na prędko ś- 
ceiłach-. skła dowych jako na bom 
kaah „Oczywiście ten wynik pozostaje prawonoonym w 
wype Aku dowolnoj liczby postępowych ruchów składowych 
mia nowiete: ruch bryły złożcny z 
gz doewólnej. setrosby ruchów. poge 
t%ępowych ;jest ruchóm postęp oc 
w ym, prędkość. tego ruchu jest 
genrmo tryczną sumą prędkości 
rughów składowych i przeds ta- 
wha się za pomoc3z zamykającej 
w £e1060boku, zhad owan GR» p r. gd- 
a otodlakó >, zę składowych je na bo — 
kach, ; 


3 
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ITSkładamie ruchów. : obrotowego 
tookozrza pevnej osi 2 spowite o — 
wego wia kilerunmky prosbtopadłr ym 
Go be oad s : 
Bryłacbraca się dookoła osi IL z prędkością kątową t) i 
oprócz tego wykonywuje postępowy ruch unoszenia w kierun- 
ku prostopadłym do osi obrotu: prędkość tego ruchu jest 
Va’ Bezwzgęlędny czyli złożomy ruch bryły jest płaskim ru- . 
cher rów noległym do płaszczyzny prostopadłej do osi. LL 
obro 32 bryły rys,SQ/ „Frzeprowadzmy dowolną płaszczyznę 
IT prostopadle do osi AL,0d punka O „przecięcia się osi 
LL z pła szczyzną FI ,odłożymy na tej osi prędkość kątową 
w taką stromę,aby widz znajdujący się na płaszczyzniePy | 
i mający tem kierunek skierowanym od nóg ku głowie,widział 
obrót dookoła osi LL odbywającym się z lewa na praw. Ważm 
miemy dowolny punkt bryły M położonyna płaszczyznie FE} 
jego prędkość bezwzględna m; jest geome tryeza sumą prę - 
kości składowych = t v Ponieważ zaś oś LL jest prosto, 
padłą do płaszczyzńy TF „więc %, jest zawarte w tej płasz 
czyzmie „oprócz tege prostopadłe do promionia wcdazącego 
CM i rów me v = „OM, n 


Trędkość bezwzględną y, gnajdr omy,jeżeli zbudujomy 
i, róv ległobok na wy i we 


jako na bokac' „oczywiście 

NS jest położone na płasż- 
ceżyznie PF.. 7 
Wyznaczymy taki punkt G, 
którego prędkośćbezwzglii ~. 

* dna byłaby zerem / tys.6)+ 
Eby v = 0,prędkości V i 
w togo punktu muszą byé 
kOmiecznie równe eo do wisl- 
kości i skierowane wzdłu ż 
jednej prostej w przeciw- 
me strany.ilatego ażeby 


= W, wystarczy. punki. (0. 
chrać w taki sposób,aby 

3 ~ 4 ; y AA 

Eys. 60. OG sz —A , 


ro % 


R 


"-0cwywiście chwilową ô- 


t 6 
rzeczywiście wtody - va 


Nla tego,żeby prędkości”%, i V, były skiotowane. * . 
w zdłuż jedncj prostej,promień 
wadzący OC musi być prostopadły 
do kierunku Vy. Wreszcie dlatego; 
żeby V, i V, byłyskierowano w © 
przeciw ne strony,promieńf, wo- 
dzący OF musi być skierowany 
w teką stronęod punktu 0,aby - 
pa trzęcy,mając nogi w punkcio 
O,głowę w punkcie © i patrząc 
na (© „widział prędkość unosze- 
mia v . punktu O skierowaną od 
Llewejuku prawej.Prosta 0'0" 
przechodząca przez pmkt O rów- 
molegle do osi obrotu IL, jest 


siąruchku bezwzeęl ę- 
dne g o „ponieważ wszystkie 
punkty tej osi w rozpa trywa- i 
rm momencie czasu są nieru- Rys.61. 
enome e C 

Zna jdźmy prędkość kątową obrotu © „ dookoła 
chwilowej osi O'O" .Bezwzględna prędkość %, punktu 
0 jest geometrycznie równą prędkości. imoszenia : 
"VA Ibowiem względna prędkość tego punktu jest ze- 
rem v, = 0,Więe z .jejänej strony: gany,2e 
Yy 00,a z drugiej 00 = 5 więc 


bt War v 
i Em => SERA otrzymujemy i% diód 


„Zżatymbezwzelędny /ałożeny/ 
Tacen bryty w odacnym wypadku 
jest ruchem obrotowym dookła 
o sioz tą sama predkością kg 
WOM R. JAKĄ posieca ruch. .oDro- 
towy ddookoła osi ILI odwrotnie 
sdwrotny ruch chrotgywy dookoła 
osi zawaze możemy zastąpić rue 
ehem chrotowym dookoła rśwno- 
ległej osi ma jącym tę samą pr d- 
kość kątowgi ruchem postępswym 
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o prędkości jaką posiadał d ow ol- 
ny punkt nowej osi podczas obr o- 
tu dookózRa aane] gi 

III, Skzđanie ruchów obrotowy 
dookoła równoległych osi 


obrotu. 

Bezwzględny ruch w tym wypadku jest ruchem płas-. 
kim,rów noległym do płaszczyzny prostopadłej do osi obro- 
t ô W eœ í 
Przypuśćmyz początku ,żecbroty doockła osi odbywają 
sięwjedanakową stron ę.Oznaczymy przez ni. 
prędkość kątową obrotu ruchu unoszcnia doookoła osi Di 
rys.62/ ,a.przez w A prędkość kątową obrotu względnego abge 
koła osi L L, .Ponie= . 
waż ruch bóztzględny 
jest ruchem płaskim 
w płaszezyznie pros- 
topadłej do osi skła» 
dowych obrotów,więc ist- 
nisje na tej płaszczy = 
nie środek chwilowy Q 
danego momentu czasu i 
odpowiednia oś obrotu 
chwilowego O*0" ,rówe 
noległa do danych ost 
Bezwzględna prędkość 
punktu 6,jak zresztą 
dowolnego punktu pros- 
tej Ot0",jest zerem,- 
nieważ zaś =: 

% = MA m 5 
więc goomotryczna suma 
obrotowych prędkości 
punktów. prostej 0'0" 
dookołó osi L.L 4 

Lab, jest zerem: 
i * Sfatogo też prędkości 


tmiaea 


3 obrotow V LV do- 

Rys.62, n w i 
wolnago punktu pros- 

tej 0'0*-są równe co do wielkości i skierowane wzdłuż 


z -98— 
jednej prostej w przeciwne. strony.Stąd wynika ,że ehwi- 
low oś 0'0" jest nietylko równoległą do odi D. I a 
LoL, ,leez jest położoną w taki sposób na płaskozyznie, 
przechodzącej przezte osie,że znajduje się pomiędzy ni- 


mi i że najkrótsze jej odległości są takie „iż 


ze = V ; 
Fomioważ zaś a a e a 
Pid Rica zał 
A tj q CO. = A) BO erenneren eea 2/ 
skąd mamy j 
l KW, k aG 
Gra PA o 
bał _ CC 
2 


t.j. punkt C dzieli odległość pomiędzy Li 1 DL, na 
azęści odwrotnie proporejonalne do pręikości kątowych 
obrotów dookoła tych osi.Prosta 0'0" jest osig obrotu 


bezwzględnego / złożonego .Zatym ruch b o z wzgl ęd- 
ny złożony z dwóch ruchów obro-— 


tówych odbywających się w jed- 
nakowąstronę dookoła równole g- 
ŁłYyYBKRYOWi obmo tujije s: t ruchem ob ro 
towympdńhnywającym się w stronę 
zgodną z obrotami składowym i,d 0- 
okóżwa osi równoległej do osi da- 
nych-i1 dzielącej najkrótszą od- 
Iegłość pomiędzy temi osiami 
na owęścż odwnotnię proporoj o0- 
nalne do-.5rędkośo li kątowych o b ro- 
té widow kóta tych osi., ; 
Wykażemy,że prędkośśćkątowa obrotu b e z w z g 1 ę å- 
nego. jest sumą prędkości kąto- 
wych obrotów skła dowy c h.Względną 


prędkość punktu C jest zerem,dlatego bezwzględna prydm 
kość tego. poniga Jost równą jego prędkości yporrani 


ać „ach 


' pofezas hot dookoża > O'0* bazwzględna aa 
punktu 0, jest 
WÓZ. > ; V = l „00 9 


więc porów mując zna) zidemy,że” 


SE) 


a ć , ` 3 
A) . Ę A 
st, . 5 SRY Y 
-” DS; x R 


SOW A = x, z Sa f ` » oa Ja 
oo ; 90 = a 0 ooczzwa (ma, ŚR 
| RE m uwagę należność / 23/ otrzymany : s. 
w OC =w_.CUC aszo 2 2 BSK CIE 
aa ae a o 
A, o c,h d.o. ABN. R 


p. zwyożiżą ah poprzedniego eta E | skżeda. ni. e 
niom dwóch rów milegtyoh 1 jednakowo "RP aż M > 
` stntyce, SRA 

: Przypuśćmy teraz ,że obroty doskóża, rómologrych esi 
sdbywa ja się w strony Remy PASZE. sa > ww” 
jwyradki: ; AE 

| * prędkoś oł ka towa tych sbęo tów i z iw, „SĘ nic- 


| 
r 


rém. 


* E . 


a prędkoś ci kątow. tu > ia "są "równe (8 = 63 EA 


yé Przypuśćmy Że Npe i du) „Rozumująe” jak w s BRE 
. gerrzelnim przychodzimy do miosku,ġż> $stwmiejo chwile- 
wa oś obrotu OtO",rów:": 4. | 
noltgła do danych osi. , | 
. Prędkości względna i uno 4 
< gzenia = icv '/rys.63/ | ; 
duwolnogi punktu C tej osi 
„musza być skiorowano wzdłuż . 
jJodnaj proste j w przociwnu - 
s.rony: i oprócz dego mu *, 
szo mieć równo wielkości. |. 
nlatego oś CiO". jest: poi» 
ŻDNĘ w taki sposób na'pła - 
szczyznie ,przechodzącoj | 
to dans osio,żż znajduje — u 
sie zewnątrz nich żą 
strony toj osi prędkość | 
kątowa ,któroj jest wię- | ` 
kszą /na rys.63/ oś HI ir) 


albowinmi 8, BAS 


Zo najkró tsze jej odloge. 
tości od danych osi są, 
takto diz ` Śp: 8 


Nys,ó3.. WR A 


Fonicważ zaś 


>; RS G ECO A ge > 
więc geje AC pre Pirerreree eere J24 
_ skad wia CC 
W p cC ` 


= 


t-j: saab C dzicli 8 posiędzy osiami D D, i : 
L L, w stosunku zownętzsrnym na cz.ści odwrotnio "pfoporaja- 
nalńo do prędkości kątowych obrotówy "dookoła tych ogi; 
oś 0'0* jost osia bogwzględncgo obrotu „a punkt C środe ` 
kiom bozwzg ędnogo obrotu w płaszczyznio. IF. 

Okroś. lmy zalożność pomiędzy prędkościami SR ki 
obrotu begwzglęðncgo i prędkościami kątowemi ó. | 
obrotów składowych. Pondowa względna prędkość Pata 


© ©, fest zerem: = 0, więc bozwzględna prędkość togo e 
punk tu jest Vy = y 4 =W,0,0,.Ponioważ bezwzględna prędkość 


Jost EER ale dookhta osi, O'or ,więe. W =800 j 
porównm jęc aaa ; ; 


ato > 
| Fo GG, 1 
i dla tego Lec, = /ca, =- 60, 4.5 
Na podstawie Tae f padł oe a tak: 
w „CC CC, = o OG 
UA mg 25 
2 e a, : 
Zatymprędkość katowaw obrotu bo ge 
waga ęĘdmacoO JeSt różmniec parę aw 
koso kątowych obrotów skład w 


w yo h Znowu widzimy zupołną analosję togo rezultatu z 
składaniem dwóch rów noległych sił, skiorowanych w przo- 
ciw no strony/ patrz statykę/. 

Prędkości kątowe s w SBĘTÓW - 


n o,a obroty doogkoła osi równoległych 0 się 
strony przeciwne.Stosując wynik otrzymany dla niorów = 
nych prędkości kątowych ,bozwzęlędna prędkość kątowe = 
a odpowiada jąca jej osi obrotu 0'0" znajduje się w 
nio skończoności. 
Wykażomy,żo b o zwzgl ray feżonoay, 


= 


ruch w obcoconym wyr pad ru Jo pto rus 
chom postępowym w ko Or vnku pr og- 
topad ymn do błYaszoezyzny zawie 
rajacejJj aano 08160 ONTOTTA ZY 

czym predikos poston owa Togo 

ruchu jost równa iloczynowi da- 
noj pr ę.ókoszo 4 ratove] i aajxrót- 
szej oddogłtosej PONIEC © s ŁA mi» 
W tym celu wystarczy wa dwa dowolne punkty płasz- 


czyzny „,zawiorającoj dance osie LL. i b b, posiadają go0-. 
mctrycznio równe prędkości prostópidżo Żo” toj płaszczyzty . 
SBE 7 dowolnie punkt M, , położony sm izy osiam. | 
sa 64/ „Prędkość J OE punktu M 1 swynhika = 


z otr tu doo kora osi E 15 jost Va R << ; prędzoŚĆ 


obrotowa tegoż pumktu M R: z ot Aookoła osi 


Dab, jost v „e hOp Ponio- 


„waż v i v s3 prostopađto 
i u w 


do płaszczyzny,zawicrającej 
prosto L b i E-L, i skie — 
TOWAR” a. F 1a, kdwĘ, strony; 
me il: SA owa t.j. be 
mglqdna prędkość v punktu 
„będzdo taż prostopadią © 
a toj płaszczyzny i równą 
gumio v, i: Ve 


R = V kV Er 
b atw 


T M “ Q M shi G Ga 
Woźśmiomy jakikolwiok 
inny punkt M, „położony zow= 
nątrz osi b | iD zm z. 
kości obrotowi % 


OBCY 5 ALI s 
dookoła osi Db i I L a 


powiodnio a 


20, 2 
Rys, 64, u NC i 0M. 


Ke) pręc kości s4 prostopedło do płaszczyzny osi J 1 i 


Ta 
SUCJ. W pea SrO- 
AR 


- skierowano wzdłuż jodnej rr 
kie TĘ—ioi—wypaltówr, _. JS o toż owolinamo AO NYE G 


=] 02— 


niomoj płaszczyzny i równą różnicy 


b 


WSW [0 x,- ME. / = CE 


24 12 


Porów nujęc a. a M 3 x wes ujęee SĘ. 


onc geometrycznie rów ne e.b.d.o. 


I 


Ten wypadek składania obrotów đookoza równologłych 
osi jest analogiczny do pary sił w statyce ,dlatogo toż 
czasem nazywają go "parą obro tuw'.- 


IYYSkładamnio "uchó 


w R a eh 


dookłra osi „przecina jących się 


w jednym punkcie, 


Bryła materialna obraca się dookoła osi LL, z 


LJ 


prędkością kątową, „ton ruch uważamy jako względny; 
oprócz tego bryła obraca się dookoła osi Igi a prze- - 
cina jącej oś L Ro w aa pumkcie O,pręduość kątowa tę- 


af i 


Eys 69. i k I 


go ruchu unoszonia jest 


Lr aj o" 


Prędkości kątowe(4/4 if ho 


przodstawimy jak nx 
sa pomocą woktorów GA i 
OB „skiorowanych wzółuś 
osi obrotów 1.5, 1 LoDo 


w odpowiednie strony /65%/ 
Jest rzoczą oczywistą, 
ma bezwzględny /złożo- 
jest ruchom obrotóm 
a dookoła nicruchomo. = 
go punktu O,albowiom ton 


punkt poostaje niaruchbh— | 


mym podczas ruchów skła- 

dowych t.j. podczas Obro- 

| dookoła | BoE 
„Wiomy,że . ch Sbro- 


R SBb. Spr'9— 


wydza się do ruchu obrom 
towego dookoła osi ehwi- 


lowego obrotu / tw.d tAlom= > 


Rabaty p.4 rozdzieł 
przez ter puik prze- 
chodzące j.Tyznaczymy 


+ 
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kiorumek tej osi 0'0" i wiejkość prędkości kątowej obro- 
tu dookoła Re L tym colu zbudujomy równologłobok na 
wektorach i ,jako ma bokach;vykażomy „,żo wiorzcha.w 
žok C tego R E OACB podczas ruchu bogwzglęđ= 
ncgo pozostaje w spoczynku, imymi słowy,żo bozwzglęãna 
prędkość togo punktu w, jost zorem.Opuszczając z punktu 
C prostopadłe Cn i Ob na osie LE. i L D, będziomy mioé, 


Żo | =: „Ca Va =W „Cb 
y (a) La = 2 sotczA OCA, 


(W 0b = 2 polo /ZĄ0CB 

i oprócz togo trójkąty OAC i OCB są rówiójełęc 
Ulee = (4) "U ; ; 

„skąd o LAS aA „RAE RY | 
Ponicważ obroty dookoła osi LI i LD bdbywają się w 
Kiorunku ruchu strza łki zozałajdlatSgó prędkość v i V. 
punkta C będą prostopadłomi do płaszczyzny „przechodzą 
ccj przez osie LL, i LL, i skiorowanomi w przaciwno str 
my od tej płaszczydny „Pźędkość bezwzględna v ,będąc goo= 
mctryczną sumą tych prędkości Yt vjest trem, 0.b.da 


Na zasadzie tego,że dwn punkty bryły O i C pozosta — 
ją nieruchome ,wnioskujomy,iż chwilowa oś obrotu 0'0" pro = 
chodzi. przez to pumkty.Ta oś jost osią obrotu bezwzględ 
mogoi posiada kicrunck zgodny z kicrunkiom przokątnoj rów = 
molcegłoboku,zbudowanogo na prędkościach =awowych obrotów 
składowych(). iù „ jako ma bokach. 

Pozostaje nam określić wiolko. ś prędkości kątowej /,) 

obrotu dookoła tej osi.W tym cclu rozpatrzymy prędkoś— 
ci względną i umoszonia punktu A;względna pr dkość to- 
go pumktu t.j. prędkość obrotowa dookoła osi L.L, jest 
Vy =0,poniowap punkt A jost położony na toj ost ędkość 
Z t.j. prędkość obrotowa dookoła Osi L25, jest 
uW ‚Aâ, przy czym Ad jost długością prostopađťoj,ę0= 
; a nej z punktu A ma oś Be otrzymano 
dwa wyrażonia ma h zma jdziemy ,że » 


(4) 2:54 = (i) ke, 


Za uważymy,że iloczyn | s 
Q) z:KA = polo A OACB = O0.ke 

więc ÓC „Ae =(/ ke 

skąd (a) = 0C 


£ 
" 
a è 


U 


Ą 104 > ; irae 
Za tymprędkość kątowa bozwzę 
ruchu obrot ćwogo zgo 


o 
zóawóch dow o 
towyc kłapr-zaocihający óh 
o gs jos goomotrycznio ró wm 
„przckątwój równojogłoboku, 
udowanocgo na pr.,dkościach k -~ 
% wych tyb ruchów składowych 
Ieo- ko ma” bokach, 


m 


ak 
Ż © 
skła ych ruchów m 
doo 

i t 
e 


Porównując ton wynik zo składaniem dwóch sił ,dzia-- 
łających ne joden punkt pod pewnym kątom do siąbio,otrzy-— 
mujomy zupołną amtlócję /patrz statykę / .Podobnio,jak w 
„stetyce składaliśmy kilka sił ,których proste działania 
przecinały się w jednym punkcio ,oboenie możomy składać d0— 
wolną liczbę prędkości kątowych obrotów dookoła osi ,przocho- 
"dzących przez jodon i ten sam punkt.prędkość ką- 


tow- a bhozżw zględncgo obrotu oka- 
że sics gacomne trycznę sumą pr ek os- 
i ŁĄRtowych obrotów. skraðdowyoh 
m pEfzodst>wi siç za pomocą za. 
Skejgacj SiĘ wi'a:l.n-bo ku ,k tó r o— 
9,.,b.0K 1” 508 1 wdmją głŁUgośc i i 

+0 unk i zgodno "e. "prędko ści a- 
1..kątowymi obrotów skład 0 - 

ok Ą 3 


Korzystając z analogii ze: statyką zagadnienie o w 
A Ć - rozkładaniu danego obrotu na 

kiłka obrotów dookoła osi; 
przecinających się w jednym 
punkcie „możemy rozwiązżyw ó 
zupełnie tak,jak w statyce 
rozkładaliśmy daną siłę na 
kilka składowych .Np.: Niechaj 
bryła materialna obraca się 
dookoła osi OC z prędkością 
ką tową(4/ / rys.66 „/ „Rozłożenie 
tego ruchu obrotowego na dwa 
ruchy obrotowe składowe dooko- 
ła osi,przechodzących przez 
punkt O będzie zupełnie 
określonym,gdy np. wyznaczy”. 

`. mywielkóść i kierunek jednej 
wielkości kątowej (4) 1. tedy 
za pomocą geometrycziiego odej- 
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mowania wektora, ;) od wektora (//,znajdzieny wielkość i 
kierunek prędkości obrotowej(; )jdrugiego składanego ruchu 
obrotowego. ż 


Na zakończenie jako przykład 
składania trzech ruchów Obros» 
towych dookorta trzachb asi 
prze cima jących. Siege. w jednym 
punkcie, rornrpatrzzynmny ruch br y= 
ty. materialne; d40o0o0xkołarazl st Um 
chomego punk tu  obieżemy nieruchomy punkt, 


jako początek bezwzględnych,nieruchomych osi OXYZ i i 
jednocześnie jako początek ruchomych względnych osi orf, 
stale z bryłą związanych / rys.67./ „Położenie ruchomýéh\ 
osi OE4 * względem nieruchomych OXYZ ¿określają trzy kąty 
Buler'a 0,f,/ ,będące znanymi nam funkcjami czasu t. 
Ac fel, E =f/t > U = tZ 
Różniczkując te funkcje względem cza-su t otrzy- 
mamy pochofne Q',*',H'!,Te pochodne są prędkoścąami ką~ 
towymi /patrz rozdz.IV /obrotów bryły materialnej dookoła 
osi,przechodzącej przez nieruchomy punkt 0,i odpowiednio 
rostopadłych do płaszczyzn współrzędnych 20 7 ,X0Y ES 
w tych bowiem płaszczyznach znajć'ją się ką 3; 3 . 
Zatym Q' jest prędkością kątową obrotów bryły 
dookoła osi ON /patrz $,4,rozdz VI./ .Kierunek tego obrotu 
w danym momencie czasu t zależy od znaku 0'/t/. 
. Następnie U: jest prędkością kątową obrotu doos - 
koła osi Z,kiermek tego obrotu zależy od znaku '/ '/t/. 
. "reszcie |) 'jest prędkość k4towa obrotu dookoła 
osi 0 A i kierunek tego obrotu zależy -0d znaku pochod= 
nej f '/4/ w danej chwili czasu t . 
j Bkładając powyższe trzy ruchy obrotowe dookoła 
oais 07,07 i ON otrzymamy ruch złożony obrotowy dookoła 


pewnej osi chwilowej zatym rue h wypad- 
kowy jest ruchem obrotowym do- 
okora rmunrktu nieruchome g G 

z prędkością kątową równą ge- 
ome trycznej. sumie. prędkości 
kgsśtowych obrotów sktadowych.: 
o',p' iy? mianowicie: ; 3 


7 -e zh +, 3B- a 
Rzut pr ędkośc i kątowej ruchu złożonęgo 
na dowolną oś jest równy alegebraicznej sumie rzutów na tę 
oś prędkości kątowych obrotów składowych o, w cd y t, 
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p m w$ 4, rozdz.VI-go te rzuty przez 
Pair. wtedy: 


p = (y). cos /lW 7 ; 
abo A 8 SR, + 
z =h] peos Zl) 1” 7? | 
a , P; q i/r.Aby znaleźć wyrażenie 
na 1 „złożymy z poczatku prędkości kątowe M CZE Ra 
Otrzymaną wypadkową . złożymy z Q!,wtedy otrzymamy (a) + „Na 
Rie wektor. 


; OA = 
- 8 wek tor RAA. ie. 


w „p 


tere, 


„aee TT 


Rys.68 Rys.ć 7 
Długość odcinka CA : jest: ||| || * _ 
p 2 /'2 +2p'ljl cos © 
aa a,że płosta ON jest prostopadłą do 
płaszczyzny ZO> „ wnioskujemy,iż wektor  ' jest prosto- 


. padłym do wektora OA = E > ma a? 
i gm ne na. o: 


= TARTEJ Ko 5..../25 / 
> Rów qit „Wyzra czymy prostą OM 


rzecięcia się płaszczyzny Z T 1 6 if „rys 68.Ta prosta 
tworzy Kety proste z osią 0 ; i z pfcsta ON.Rnzłtóże 


aog- 


my prędkość kątową ‘= ' obrotu dookoła osi OZ na dwie 
składowe ,ma jące kierunki wzdłuż, osi O f t i prostej (M, 
mianowicie OA = A cos © 

ÓB = L „sin O 
W tedy prędkość kątowa obrotu złożonego będzie rozłożoną 
ma składowe ,mające kierunki O 3 ,ON i OM.Składając z osob 
na wektory skierowane wzdłuż eon prostych ,otrzymamy nas= 
tępujące trzy składowe (4j : 
wzdłuż prostej OM mamy składową ©!, 
wzdłuż prostej OM składową równą. ' sin e, 
i wazua osi 0f- skład ową równą, sumie w? ! 4 yf ! .GOsD, 
Rzuty W na osie 0ÈM ™ są równe algebra.cznym* sumom rzu- 
tów powyószych kóome o Po» a Sa pod 
aa 


woz £ -Yı Moj -1 toż == [Gz (.  fof- E p sof . 
|. następujące AE na pa i T 
p= " sin Ġ.sin t+ 0,cos `f 
dq- eom ops” = 0 sinPiessese see /26 /, 
p= Ę' cos @ +> KAJ 


o00000000000000000050 


koymiec pierwszego tomi 
mechaniki teore tycznej 


I, 


Poj e ei a pods twawowe.kuhmemavty Ek 

men k iu maswe read he gó wi.ieosy0 400 sb GIL, 
ID. de OR 058 NN. M ue h punktu jego 

prawo drog f jego preadko s cires: SUR; 
TIe A mwenn a yo roe hopan ETTU ee o wra w 

deoz prędkoś e di przyspie szen le Sin: 
I Er yE aa lap pu 006 t o a n EOW O a O 1 

Kez ywo an Lowe o0.m uchu punku 

me t err an OS O ee e S E A A AE -.16 str. 
VEe akos Co ai przy spieszemde pun 

ktu, gdy rueh Jest ewny 22 pomo 

ag rówmańn rucha sk0oń0Czomnyca 20 sis 
I Podstawowe pojęcia kinemat yni 


bryły materialnej . l/Ruch punktu brydy 


materialne j,ncruszejecej się ruchem postępowym. Y Ruch 
punktu bryży materialnej obracającej się dookoła osi 

sta łej. 3/Płaski ruch bryły materialnej. 4/Ruch pun- 

któw bryły materialne j,obracajecej się dookoła punktu 
nieruchomego — 5/ Ogólny przypadek ruchu bryły material- 

nej, Bola "x Soon: sama i e 28-72 str. 


NAS RT ad an 28 i ro rkładanie rus 


oh ow punktu I bryty me ter lb Er 

ne j. ]/Składanie ruchów postępowych. 2/ Składanie 

ruchów: obrotowego dookoła pewnej osi i postępoweso 

w kierunku prostopadłym do tej osi. 2 SkłŁadanie ruchów 
obrotowych dookoła równoległych osi obrotu. 4/ Składanie 
ruchów obro` "7 fooskvźa osi,przecinających się w jed- 

Ay PUMECJEG ee ea AD OGR sosie +ae T2m0) SURE 
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